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Resumen

En este trabajo se estudian los patrones espacio-temporales en arreglos de células
que interactian a través de inhibicion lateral mediada por la via de sefializacién de
Notch. En primera instancia, se analiza un modelo matemadtico basado en ecuaciones
diferenciales para las concentraciones de Notch y Delta para un sistema de dos
células aisladas. En segundo lugar, se extiende el modelo a arreglos bidimensiona-
les regulares y se estudian los patrones generados a partir de distintos valores de
los parametros de las funciones regulatorias. Por ultimo, se incluye sefializacion a
distancia a través de filopodios en un modelo de inhibicidn lateral para arreglos
unidimensionales de células. En este caso, se utilizan dos variantes de un modelo
multiescala, en los cuales se combinan ecuaciones diferenciales para las concentra-
ciones de Notch y Delta, y modelos estocdsticos para los filopodios. Aqui se estudian
los patrones generados en distintos escenarios relacionados con los diferentes tipos
de sefializacion y la dindmica de los filopodios.
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Introduccion

Un problema central en biologia del desarrollo es entender cémo surgen los patrones
espacio temporales [29]. Se han identificado algunos de los mecanismos claves
que contribuyen de manera orquestada a generar un patrén a partir de un grupo
de células inicialmente equivalentes. Entre estos fenémenos bioldgicos podemos
mencionar la proliferacién, la diferenciacién y la migracién celular, asi como la
adhesion diferenciada entre células y la apoptosis. También existen mecanismos
que involucran moléculas sefializadoras que afectan a los procesos ya mencionados
y tienen impacto en los patrones formados [13]. Uno de estos mecanismos de
sefializacién que tiene mucha relevancia en los procesos de diferenciacién es la
inhibicién lateral, en el cual una célula inhibe a las células con las cuales estd en
contacto a adoptar su mismo destino. Asi, en la inhibicion lateral, se amplifican
diferencias en las concentraciones de ciertas proteinas en diferentes células, lo que
resulta en diferencias fenotipicas entre estas [33]. Ejemplos de patrones generados
por inhibicidn lateral durante el desarrollo de insectos son la formacion de cerdas
en la parte dorsal y de venas longitudinales en las alas [32]. Ademas, la inhibicion
lateral esta involucrada en el control de la neurogénesis en insectos y vertebrados
[1]. También en organismos adultos la inhibicion lateral esta presente. Por ejemplo,
en el intestino de la Drosophila melanogaster la proliferacion de una célula madre
genera dos células hijas equivalentes cuyos destinos son definidos a través de la
inhibicion lateral [14, 7].

Uno de los modelos matemdticos mds sencillos y populares para la inhibicion lateral
es la utilizacién de un conjunto de ecuaciones diferenciales no-lineales para los
niveles de expresiéon de las proteinas relevantes [6]. Debido a que las proteinas
involucradas en la inhibicién lateral son proteinas de membrana, en general es nece-
sario utilizar modelos espacialmente explicitos para que el vecindario de cada célula
esté definido. De todas formas, el estudio del modelo matematico para inhibicién
lateral entre dos células ha mostrado ser de interés [6, 14]. Por un lado, el estudio
de dos células tiene relevancia bioldgica, ya que en el intestino de la Drosophila
melanogaster las células que participan de la inhibicion lateral estan organizadas en
pequefios aglomerados de muy pocas células, siendo los aglomerados de dos células
los mas comunes [14, 7]. Por otro lado, del punto de vista puramente tedrico, el
analisis del modelo para dos células [36] permite obtener resultados analiticos y
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numéricos que pueden ser relevantes para su utilizacion en arreglos espaciales mas
complejos.

Cuando se considera un arreglo bidimensional de células los modelos para inhibicién
lateral generan patrones espaciales de tipo “sal y pimienta” o “tablero de ajedrez",
en los cuales las células emisoras de la sefial inhibitoria estdn rodeadas de células
receptoras de esta sefial. Estos modelos matematicos logran explicar exitosamente
diferentes sistemas experimentales [11, 12, 34]. Otro paso mds a tener en cuenta
si se pretende explicar con la inhibicion lateral el espaciado de las cerdas en la
parte dorsal de la Drosophila [5] o el patrén de diferenciacién de neuronas en el
pez cebra [16, 25], es considerar la existencia de largos filopodios que contactan
células distantes. El desarrollo de tales modelos matematicos, no solamente son
capaces de generar los patrones de células observados experimentalmente, sino que
contribuyeron a una mejor comprension de los mecanismos biolégicos involucrados
en tales sistemas experimentales [5, 17, 16, 25].

En la presente Tesis nuestro interés es estudiar la formacién de patrones espacio
temporales de destinos celulares utilizando modelos matemadticos para la inhibicién
lateral. Se presenta a continuacién un resumen del contenido de cada capitulo. En
el capitulo 2 hacemos una discusién sobre los problemas biolégicos relevantes para
el desarrollo de la presente Tesis. El modelo matemadtico utilizado para la inhibicién
lateral es presentado en el capitulo 3. También discutimos con detalle el modelo
para dos células, a través de resultados analiticos y numéricos. Ademas, se discuten
los resultados presentados en la literatura para dos células cuando los pardmetros
de las funciones regulatorias son variados. En el capitulo 4 estudiamos arreglos
bidimensionales de células que interactian por inhibicién lateral. En particular,
averiguamos el efecto de variar los parametros de las funciones regulatorias y
comparamos los resultados con los obtenidos para el sistema de dos células. En
el capitulo 5 estudiamos la inhibicién lateral debido al contacto célula-célula y a
la sefializacién a través de filopodios que conectan células distantes. Para modelar
este sistema utilizamos dos versiones de un modelo multiescala, cuyos resultados
son comparados. Finalmente, las conclusiones y perspectivas son presentadas en el
capitulo 6.

Capitulo 1 Introduccion



El sistema biologico

Un mecanismo importante que participa de la diferenciacion celular y es capaz de
generar diversos tipos de patrones espacio temporales es la inhibicién lateral. A
continuacién describimos en detalle el mecanismo de inhibicién lateral mediado por
la via de sefializaciéon de Notch y damos algunos ejemplos de sistemas biolégicos en
los que este mecanismo es clave. Luego, mostramos el rol que juegan los filopodios
en el fenémeno de diferenciacion celular por inhibicion lateral en dos sistemas
biolégicos.

2.1 Inhibicidn lateral: la via de senalizacion de
Notch

La inhibicién lateral es un proceso por el cual una célula instruye a las células con
las cuales esta en contacto para que adopten un destino diferente al propio. Se trata
de un fenémeno comun durante el desarrollo, por ejemplo en la seleccién de células
precursoras neurales y musculares [4], pero también estd presente en individuos
adultos [14]. Un mediador bien caracterizado de la inhibicién lateral es la via de
sefalizacion de Notch, un sistema de seifializacion celular altamente conservado
que estd presente en la mayoria de los animales [33, 6]. Esta via se activa por la
interacciéon de dos proteinas de membrana de células en contacto: el receptor Notch
en la célula que recibe la sefial y un ligando en la célula emisora de la sefial. En
Drosophila melanogaster, por ejemplo, se han identificado dos ligandos: Delta y
Serrate [6, 4]. El receptor Notch estd constituido por una porcidn intracelular y una
region extracelular. La sefializacion de Notch se inicia cuando los receptores Notch
de la superficie celular se unen a ligandos de otras células, tal como se ilustra en la
figura 2.1 para el caso del ligando Delta. Esta unién induce la escisién proteolitica
y la liberacién del dominio intracelular de Notch. Una vez liberado, este ingresa al
nucleo para inhibir la expresién del gen que codifica para la proteina Delta [32].
Por lo tanto, la activacién de Notch conduce a una disminucién de la expresion del
ligando y con ello a una reduccién de la capacidad de la célula para enviar sefiales
inhibitorias [14]. Si pensamos que el receptor actiia como un intermediario entre
los ligandos, este circuito se puede entender como de inhibicién mutua entre los
ligandos [9].
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Fig. 2.1: El receptor Notch de una célula es activado por el contacto con el ligando Delta
de la otra célula. La unién induce el clivaje proteolitico que libera el dominio
intracelular de Notch que se transloca al niucleo donde inhibe la expresion de
Delta.

Con la inhibicién lateral, pequefias variaciones estocdsticas en los niveles de Notch y
del ligando en células en contacto conducen a un circuito de retroalimentacién que
puede amplificar las diferencias entre estas. Cuando la inhibicién lateral no funciona,
por ejemplo en organismos mutantes, las células de un tejido se desarrollan con si
fueran células aisladas. Este destino celular por defecto se denomina destino primario
y el de las células que sufren inhibicion lateral se denomina destino secundario [6].
Por lo tanto, las células con destino primario son las que presentan alta concentracion
de ligando y las de destino secundario las que tienen alta concentracion de Notch.
En lo que sigue de la Tesis nos referiremos al ligando Delta.

2.2 Inhibicidon lateral entre células vecinas

Usualmente la inhibicién lateral involucra células vecinas y la sefializacion se da a
través del contacto entre las membranas celulares, como ejemplificado en la figura
2.1. La activacién de la sefializacién de Notch en un grupo de células inicialmente
equivalentes genera diferentes patrones espacio temporales, con células con altos
niveles de actividad Delta y bajos niveles de activacion Notch (células con destino
primario) dispersos entre células con bajos niveles de actividad Delta y altos niveles
de activacién Notch (correspondientes al destino secundario) [6]. Muchos procesos
de desarrollo en biologia utilizan la sefializacién Notch-Delta para construir un
patrén ordenado de diferenciacion celular. Algunos ejemplos son la formacion de
cerdas en la parte dorsal y de venas longitudinales en las alas de Drosophila [32,
18]; la cobertura sensorial para el ojo y las cerdas sensoriales de los insectos, el oido
interno de los vertebrados y las escamas de las alas de las mariposas y polillas [27].
Ademas, la inhibicion lateral estd involucrada en el control de la neurogénesis en
la Drosophila melanogaster y en vertebrados [1]. En todos estos casos la inhibicién

Capitulo 2 El sistema bioldgico
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Fig. 2.2: Diferentes patrones formados por inhibicion lateral. (A) Formacion de las escamas
del ala de mariposa Heliconius erato. En verde se marca el nicleo de las células y
en rojo la expresion de Notch. Las células que tienen alta concentracién de Notch
se ven amarillas (combinacién de verde y rojo) mientras que las que tienen baja
expresion de Notch son vistas en verde. Imagen extraida de [28]. (B) Intestino
medio de Drosophila melanogaster. Los nucleos son vistos en gris, las membranas
en rojo y las células no diferenciadas que participan de la inhibicion lateral en rosa
o violeta claro. Imagen modificada extraida de [14].

lateral ocurre entre células que estan dispuestas en un arreglo que involucra muchas
células que participan de la sefializacion, lo que genera patrones tipo “sal y pimienta”
o “tablero de ajedrez”, como el que se muestra en la figura 2.2-A. Por otro lado,
en el intestino medio de la Drosophila melanogaster las células que participan de
la inhibicién lateral se encuentran en pequefios aglomerados, como se muestra en
la 2.2-B. A continuacion discutiremos con mas detalle la inhibicién lateral en el

intestino medio de Drosophila.

2.2.1 Intestino de Drosophila

El intestino medio de la Drosophila melanogaster se ha estudiado ampliamente
[19, 8]. Para mantener la homeostasis, este tejido debe equilibrar la proliferacién
celular y la diferenciacién para conservar su integridad y funcién. Las células madre
intestinales (ISC) se dividen continuamente para autorrenovarse y dar lugar a células
progenitoras, llamadas enteroblastos (EB), que no se dividen sino que se diferencian
directamente en los dos tipos de células intestinales funcionales: los enterocitos (EC)
y las células enteroendocrinas (EE) [7, 14, 19], como puede verse en la figura 2.3.

En la presente Tesis tenemos interés en los pequeiios aglomerados de células no
diferenciadas, formados por ISCs y EBs (ver figura 2.2-B). Para estas células, el nivel
de Notch activo es un indicador del destino celular: las células ISC presentan altos
niveles de Delta (destino primario) mientras que las células con altos niveles de

2.2 Inhibicidn lateral entre células vecinas
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Fig. 2.3: (A) Composicion del intestino medio de Drosophila . (B) ISCs pueden autorreno-
varse y generar EBs, que son precursores de EEs y ECs. Imagen modificada extraida
de [7].

Notch activado corresponden al destino EB (destino secundario). hijas equivalentes
cuyo destino celular es decidido mediante inhibicion lateral [7, 14]. Si consideramos
los aglomerados de apenas dos células no diferenciadas (estos son los mas frecuentes
[71), se esperaria que la inhibicién lateral los lleve a tener destinos diferentes, del
tipo ISC-EB, ya que una pequefia asimetria en la concentracién de Notch o Delta
en estas células seria amplificada por la inhibicion lateral. Pero lo que se observa
experimentalmente son los tres tipos de pares posibles: ISC-EB, ISC-ISC y EB-EB [7,
14]. Para explicar tal resultado, utilizando una combinacion de resultados teéricos
y experimentales, Guisoni et al. [14] proponen que la inhibicién lateral depende
del area de contacto entre las células, sugiriendo que la compactacion de las células
afecta la sefializacién: un area de contacto pequefia favorece la autorrenovacion
simétrica (pares ISC-ISC), mientras que los eventos EB-EB e ISC-EB ocurren para
valores mds altos de drea de contacto [14]. Resultados similares para otro sistema
experimental fueron encontrados por otros autores [31].

2.3 Inhibicidn lateral con senalizacion a distancia

Hasta aqui se discutio situaciones en que la inhibicién lateral ocurre entre células
vecinas. No obstante, algunos trabajos han sugerido que la distancia sobre la cual
puede operar la inhibicién lateral puede extenderse mediante filopodios o protusio-
nes celulares capaces de abarcar varios didmetros celulares como se esquematiza en
la figura 2.4. Por ejemplo, se ha encontrado un mecanismo mediado por filopodios
en la médula espinal del embrion de pez cebra que podria controlar el patrén de
diferenciacion espacial y temporal a través de la inhibicion lateral a larga distancia
[16]. También se ha propuesto la inhibicidn lateral mediada por protrusiones para
refinar los patrones de diferenciacién de las cerdas dorsales durante el desarrollo de
la Drosophila [5].

Capitulo 2 El sistema bioldgico
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Fig. 2.4: La distancia sobre la cual puede operar la sefalizacion mediada por contacto
célula-célula puede extenderse mediante contactos a larga distancia mediados por
filopodios. Imagen extraida de [33].

Los filopodios son proyecciones de la superficie celular que funcionan como antenas
para que las células exploren su entorno dado que contienen receptores para diversas
moléculas de sefializacién y moléculas de la matriz extracelular [24]. Tienen un rol
importante en una serie de procesos celulares tales como la migracion celular, la
cicatrizacién de heridas, el crecimiento neuronal y el desarrollo embrionario [24, 5,
2].

Estas protrusiones de la membrana plasmatica estdn compuestas principalmente
por filamentos de actina paralelos, que son estructuras constituidas por monémeros
de una proteina globular denominada actina-G. Dichas estructuras son polares con
dos extremos que poseen diferentes afinidades por la actina G: uno positivo (+),
donde se produce principalmente la adicion de mondmeros y otro negativo (-),
donde se produce su disociacion. Los mondémeros que se ensamblan en el extremo
+ se transportan hacia atras con el tiempo mediante un fenémeno conocido como
flujo retrégrado [23], que es producido por la fuerza de empuje causada por la
polimerizacion de actina y por la traccidon generada por la actividad motora de las
miosinas [3]. El haz de actina se alarga por la polimerizacién de los mondmeros de
actina en los extremos + y se retrae como consecuencia de la despolimerizacion
y el flujo retrégrado; lo que hace que los filopodios presenten un comportamiento
dindmico: se extienden y se retraen rapidamente, como se aprecia en la figura 2.5.
Debido a la accién conjunta de la despolimerizacion de actina y del flujo retrégrado,
la velocidad de crecimiento de los filopodios es usualmente menor que la velocidad
de decrecimiento.

La dindmica de crecimiento de los filopodios esta orquestada por diferentes actores
que incluyen proteinas de sefializacion, proteinas de reticulacion de actina, factores
que regulan la nucleacion y elongacion del filamento de actina, proteinas motoras y
proteinas que son capaces de formar tubulos en la membrana plasmatica [24]. Entre
estas proteinas se encuentran las proteinas de capping y las forminas. Estas ultimas
comprenden una gran familia de proteinas que inducen la formacién de filamentos

2.3 Inhibicidn lateral con senalizacién a distancia
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Fig. 2.5: Los filopodios son altamente dindmicos. Célula epitelial de la Drosophila con
filopodios que crecen y se retraen. Imagen extraida de [5].

de actina. Estas proteinas se unen a los extremos + y aceleran la elongacién de
los filamentos a partir de la profilina-actina de manera procesiva y la proteina de
proteccién que bloquea el crecimiento del filamento [10].

A continuacion discutiremos en detalle los trabajos que proponen la existencia de
filopodios asociados a inhibicién lateral en el desarrollo de la Drosophila notum y de
pez cebra.

2.3.1 Formacion de las cerdas dorsales de la Drosophila

Las cerdas mecanosensoriales toracicas de Drosophila se originan a partir de cé-
lulas que se seleccionan de grupos de células epiteliales. Algunas células resultan
precursores de érganos sensoriales, mientras que otras células adoptan un destino
epidérmico. La formacion del patrén de estas cerdas estéd regulado por la inhibicién
lateral mediada por Delta y Notch. Las células precursoras se caracterizan por tener
alta concentracién de Delta, mientras las células epiteliales presentan altos niveles
de Notch activado [5]. El espaciado entre las células precursoras en la Drosophila
notum se puede observar en la figura 2.6. Tal patrén espacial no puede ser obtenido
considerando solamente la sefializacidn apical entre células vecinas [32]. Por otro
lado, este podria explicarse por la accién de filopodios que se extienden mas alla de
las células lindantes produciendo sefializacién intermitente entre células no vecinas

[5].

A partir de imagenes in vivo de las células epiteliales tomadas durante el desarrollo
del notum de la Drosophila, Cohen y colaboradores [5] estudiaron los filopodios y
caracterizaron su distribucion, longitud y dindmica. Por otro lado, utilizaron clones
cuyas células precursoras carecen de filopodios y mostraron que se obtiene un patrén
desordenado. Los autores muestran que los cambios en la longitud y la dindmica de
los filopodios conducen a cambios correspondientes en el espaciado de las cerdas.
Concluyeron asi que el desarrollo del patrén ordenado de cerdas observado expe-
rimentalmente depende de filopodios que se extienden y retraen dindmicamente
formando contactos transitorios con células ubicadas a varios didmetros de células
de distancia.

Capitulo 2 El sistema bioldgico



P

Fig. 2.6: Espaciado entre células precursoras de las cerdas dorsales en Drosophila notum.
Las células precursoras se ven en color claro. Imagen extraida de [5].

2.3.2 Formacion de células neurales del pez cebra

En un trabajo reciente Hadjivasiliou y colaboradores descubren una actividad protru-
siva en las neuronas en diferenciacién en la médula espinal del embrién pez cebra
que afecta el patron espacio-temporal de diferenciacién neuronal [16]. Las neuronas
nuevas extienden transitoriamente dos protuberancias a lo largo de la superficie
basal del tubo neural antes del inicio del axén, una hacia delante y la otra hacia atras
como se muestra en la figura 2.7. Los autores muestran que estas protuberancias
expresan la proteina Delta en altos niveles y las células cercanas experimentan
altos niveles de Notch activo. Ademas, estudiando la diferenciaciéon neuronal en
mutantes con protuberancias mas pequefias, prueban que la reduccién experimental
de los filopodios produce patrones con distancias méas cortas entre las neuronas en
diferenciacion. Estos datos sugieren que los filopodios podrian desempefiar un papel
en el patrén de la diferenciacién neuronal espinal del pez cebra.

2.3 Inhibicidn lateral con senalizacién a distancia



Fig. 2.7: Desarrollo del pez cebra: las neuronas espinales en diferenciacién alargan transi-
toriamente dos protuberancias basales largas a lo largo del eje la superficie de la
medula espinal. Agregados de Delta en las protuberancias y en el cuerpo celular
son vistos en color magenta. El marcador fluorescente verde indica la presencia de
Delta citoplasmatico. Imagenes extraidas de [16].

10 Capitulo 2 El sistema bioldgico



Inhibicidon lateral entre dos células
vecinas

En este capitulo se presenta el modelo de inhibicion lateral para dos células utilizado
en la tesis. Se calculan analiticamente los estados estacionarios posibles y se estudia
su estabilidad. Se obtiene la soluciéon numérica de las ecuaciones diferenciales que
describen el modelo y se compara el curso temporal de las concentraciones de Notch
y Delta para cada célula con los estados estacionarios encontrados analiticamente.
Se presentan resultados de la literatura para el caso de dos células cuando los
pardmetros de las funciones regulatorias son variados.

3.1 Modelado matematico de la inhibicion lateral
mediada por la via de sefalizacion de Notch

En la presente Tesis utilizamos el modelo para inhibicién lateral para dos células
propuesto por Collier y colaboradores [6] que considera en forma simplificada la via
de sefializacién Notch/Delta discutida en la seccién 2.1. Dicho modelo parte de los
siguientes supuestos:

1. Las células interacttian s6lo con aquellas con las que se encuentran en contacto
directo.

2. La produccién de Notch activado es una funcién creciente (f) de la concen-
tracién de Delta en las células vecinas; mientras que la produccion de Delta
es una funcion del decreciente (g) del nivel de Notch activado en la misma
célula.

3. El nivel de actividad de Notch determina el destino celular. Aquellas células
que poseen un bajo valor de Notch adoptan el destino primario, mientras que
las células que adquieran un alto valor de Notch activo adoptan el destino
secundario.

4. Notch y Delta poseen velocidades constantes de degradacion.

11
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Fig. 3.1: Figura ilustrativa de las funciones regulatorias. Los pardmetros utilizados son
a=0,01, b=100, k=h = 2.

El término de produccion de Notch activado se define a través de una funcion de Hill
activadora (creciente) f que depende de los niveles de Delta de las células vecinas.
Por otro lado, en el término de produccién de Delta intervine una funcién de Hill
inhibitoria (decreciente) g que depende de la concentracidon de Notch activado en la
propia célula. Estas funciones, conocidas como funciones regulatorias, estan dadas
por las siguientes férmulas [6]:

k
T
o) =
1
9@) = T (3.1)

donde k y h contribuyen a la no linealidad del sistema y los coeficientes a y b estan
relacionados con los umbrales adimensionales para la activacion de Notch por Delta
de la célula vecina (a,) y para la inhibiciéon de Delta por Notch en la misma célula
(b,), respectivamente, de la siguiente forma: a = a* y b = b" 1. En la figura 3.1 se
muestran las funciones regulatorias f y g para un conjunto de parametros.

La variacion temporal de las concentraciones de las proteinas Notch y Delta de una
célula i se describe con las siguientes ecuaciones diferenciales no-lineales:

15i las funciones regulatorias son reescritas como [14]:
z* 1

g(x) =

o= )

se puede ver que f(an) = 0,5y g(bn) = 0,5.
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or = f(dz) — My

(Zdi = B-g9(ng)—p-d; (3.2)
-
_ 10

o
I
=

™

Donde « y 3 son las tasas de produccion maximas de Notch y Delta respectivamente,
mientras que ; y p son las tasas de degradacién. Ademds d; cuantifica el promedio
de Delta de las r células vecinas a la célula i.

Con el fin de reducir el nimero de parametros de las ecuaciones 3.2, se definen:

v = ﬁ, N; = %, Dy = d;f , T = i - t. Resultando en las siguientes ecuaciones

adimensionales:

aa]:{i = f(Dz> — N;
oD;
or = v (g(NZ)_DZ)

Para un sistema de dos células aisladas las ecuaciones para las concentraciones de
Notch y Delta son las siguientes, donde los subindices 1 y 2 se refieren las distintas
células:

0Ny

5. = [(D2)-M

DL = ooV - D) (33)
%]\;2 = f(D1) = N2

T = e (glN) - D)

3.1 Modelado matematico de la inhibicidn lateral mediada por la via de sefnalizacion de
Notch 13
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3.2 Analisis de estabilidad lineal del modelo

Para realizar el analisis de estabilidad lineal del modelo para dos células (para
una discusion general ver Apéndice, seccidén 7.1), se determinard en primer lugar
los estados estacionarios del modelo planteado en las ecuaciones 3.3. Llamando
N{, N5, Dy y D5 a las concentraciones de Notch y Delta de las células 1 y 2 en

g . ON; _ aD; _ AN} _ 9D;
el estado equilibrio del sistema, en el cual 5+ = 5+ = 52 = 52 =0,y

reemplazando en 3.3 se desprende que:

Ny = f(Ds)
D} = g(Ny) 3.4)
N5 = f(Dy)
D3 = g(N3)

Aprovechando la simetria de las ecuaciones 3.4, en [6] se propone reescribirlas
de esta forma: N = f(g(f(9(N{))) ¥ N3 = f(9(f(9(N3)))). Con lo cual, las
concentraciones de Notch en el estado de equilibrio se consiguen encontrando los
puntos fijos de la siguiente ecuacién:

z = f(g(f(g(z)))), (3.5)

con z = N, N;. Ademds de la elegancia matematica de la ecuacién 3.5, una de
sus ventajas es que permite visualizar facilmente cuantas soluciones de equilibrio
existen: basta con determinar el niimero de intersecciones de la curvas y = z e
y = f(g(f(g(x)))). Segun lo discutido en el Apéndice, seccién 7.1, para analizar
la estabilidad de las soluciones se realizan pequeifias perturbaciones a las concen-
traciones de equilibrio (N7, D}, N5, D3) y se estudia su evolucién temporal. Si la
perturbacion crece con el tiempo, el punto de equilibrio es inestable, mientras que si
decae, es estable. Si denotamos como Nj, D}, N}, D) a las perturbaciones tenemos

que:
Ny = Ny + N{
Dy =D + D}
Ny = N3 + N}, (3.6)
Dy = D} + D}

Capitulo 3 Inhibicion lateral entre dos células vecinas



Reemplazando en 3.3:

AN/
ot
oD
at
AN,
ot
oD,
at

f(D3 + Dy) — (N7 + Ny)

v (g(NT + Ni) — (D} + DY) (3.7)

f(DT + Dy) — (N3 4 Ny)

v (9(N3 + N) — (D3 + Dj))

Como las perturbaciones son muy pequefias, g(N; + N})y f(Df + D}) coni = 1,2

se pueden aproximar usando la aproximaciéon de Taylor de primer orden sobre el

punto fijo de la siguiente manera:

ON!
ot
oD,
ot
ON}
ot
oD},
ot

Q

Q

Q

Q

f(D3) + f1(D3) (D2 — D3) — (NT + Ny)
v (g(NT) + ¢/ (NT) (N1 — NY) — (D + DY)
f(D7) + f/(D7)(Dy — D) — (N5 + N3) (3.8)

v (g(N3) + g'(N3) (N2 = N3) — (D3 + D5))

Utilizando las relaciones expresadas en las ecuaciones 3.4 y 3.6 en 3.8 se obtiene:

AN/
at
oD,
ot
DN}
at
oD},
ot

Q

Q

Q

Q

f'(D3)Dy — Ny
v- (¢'(NY)Ny — DY)
f(D7)D} — Ny (3.9)

v (g'(N3)Ng — Dj)

Podemos expresar el sistema 3.9 matricialmente de la siguiente manera:

3.2 Anadlisis de estabilidad lineal del modelo
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dt -1 0 0 f'(D2) Ny

o vg'(N1)  —v 0 0 :

e | ! (3.10)
e 0 f'(D1) -1 0 i

dD!
2 0 0 wg'(Ny) Y/ (v;.0;.Nz.03) :

La matriz de tamafio 4 x 4 de la ecuacion 3.10 queda escrita en términos de las
funciones f y g evaluadas en las concentraciones de equilibrio de (N7, D}, N5, D3)
y v que es la razén entre las tasas de degradacion de Notch y Delta. Para analizar
la estabilidad del equilibrio (N7, D}, N3, D), se analiza el signo de los autovalores
de la dicha matriz , siendo este estable si y sélo si todos sus los autovalores poseen
parte real negativa (para mas detalle ver Apéndice, seccién 7.1).

Tomando v = 1 (valor utilizado en [6]) la matriz resultante es:

-1 0 0 f(D2)

g(Ny) -1 0 0 (3.11)
0 f(D)) -1 0o |’ '
0 0 g{N2) -1

cuyo polinomio caracteristico es:
p(A) = (=1 =N = f'(D2) - g'(N1) - f'(D1) - g'(N2).

Este puede ser reescrito utilizando las relaciones 3.4 de la siguiente manera:

p(N) = (=1 =N = f(g(f(g(N1)))) - ¢ (F(g(N1))) - f'(9(N1)) - g ().

Como la matriz 3.11 es calculada en el punto de equilibrio, podemos escribir:

p(A) = (=1 =N* = f'(g(f(g(N*))) - g (f(g(N*))) - f'(g(N*)) - g'(N¥)

con N* = N, Nj, ya que encontramos una expresion similar para Ns.

Asi tenemos:
p(A) = (-1 =" —w,

con = 4 F(9(F(9(2)))oma-

Los autovalores, que se obtienen al buscar las raices del polinomio caracteristico son:

M=Yw—1;d=—Yw—1; 3=—Ywi—1; = wi—1.

Capitulo 3 Inhibicion lateral entre dos células vecinas



Como w > 0, A3 y A4 son nimeros complejos con parte real negativa y Ao es un
numero real negativo. Mientras que A\; < 0siw <1y A\ > 0 paraw > 1 de lo que
se deducen las condiciones para definir la estabilidad de la solucion, que se presenta
en [6]:

» Si—f(9(f(g(x))))z=z+ < 1 el punto fijo es estable.

» Si—f(g9(f(9(x))))z=z+ > 1 el punto fijo es inestable.
Donde x representa las concentraciones de Notch Ny o y z* el punto fijo N7 ,.

A partir de las ecuaciones 3.4 podemos escribir las soluciones de equilibrio del
sistema solamente en funcién de N y N;:

(N1, D1, Ny, D3) = (N1, 9(D7), N2, g(N3))-

Cuando la ecuacion 3.5 tiene solamente un punto fijo (es decir las curvas y = =
ey = f(g(f(g(x)))) se cruzan solamente una vez) este es estable [6] y tendremos
un estado estacionario homogéneo con Ni = N5 = z, en el cual ambas células
presentan la misma concentracion de Notch en el estado estacionario:

(N1, D1, Ny, D3) = (5, 9(20), %0, 9(27))-

Cuando el estado estacionario homogéneo pasa a ser inestable, la ecuacién 3.5 pasa
a tener 3 puntos fijos (es decir las curvas y = z e y = f(g(f(g(x)))) se cruzan tres
veces) [6]. En esta situacion hay tres soluciones posibles: la homogénea inestable x
y dos heterogéneas estables z1 and xzs:

(N1, D1, Ny, D3) = (71, g(1), 23, 9(23)) (3.12)
(N1, Dy, Ny, D3) = (23, 9(23), 27, 9(271))-

En la figura 3.2 se exponen las dos situaciones discutidas. En el grafico de la izquierda
se observan tres soluciones, de las cuales hay dos estados estacionarios heterogéneos
estables con Nf # N3 ((Nf ~ 0, N3 ~ 1) y (Nf ~ 1, Ny ~ 0)) y un estado
estacionario homogéneo inestable (N; = N3 ~ 0,4). Por otro lado, en el gréfico de
la derecha se ve una unica solucidn, lo que indica que dicho sistema presenta un inico
estado estacionario homogéneo (/N7 = N>) estable. Mostramos anteriormente que la
estabilidad de los estados estacionarios depende de la derivada de f(g(f(g(x)))). Se
puede observar cualitativamente en la figura 3.2 que la existencia de tres estados
estacionarios implica en la inestabilidad del estado estacionario homogéneo, ya que
necesariamente la pendiente de la curva en el centro tiene que ser grande para que

3.2 Anadlisis de estabilidad lineal del modelo
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y = flg(flg(x))))

Fg(fla(x))))

Fig. 3.2: Grafico ilustrativo de las posibles intersecciones entre las curvas y = z e y =
f(g(f(g(x)))). Parametros utilizados: a = 0,01, b = 100, v = 1, k = h = 2 (figura
de la derecha); a = 0,05, b=1,v =1, k = 1 h = 2 (figura de la izquierda).

existan tres puntos fijos. Por otro lado, cuando hay solamente una interseccién entre

y=xzey= f(g(f(g(x)))), la pendiente de f(g(f(g(x)))) serd menor y se cumplird
la condicién de estabilidad.

El analisis de estabilidad lineal desarrollado aqui es una herramienta poderosa para
determinar el comportamiento del modelo en el estado estacionario. Asi, es posible
determinar el numero de estados de equilibrio existentes para los diferentes valores
de los parametros y definir su estabilidad. Para determinar la evolucién temporal
de las concentraciones de Notch y Delta hasta alcanzar el estado estacionario se
integrara numéricamente las ecuaciones que definen el modelo, como veremos mas
adelante.

3.3 Integracion numeérica del modelo

Para obtener la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales 3.3 utilizamos
el método de Euler (ver Apéndice 1 seccién 7.2), a través del desarrollo de un
programa en lenguaje R (el cédigo estd disponible en el Apéndice 2, capitulo 8). El
paso de integracion utilizado fue At = 0, 001. Los resultados de la simulacién pueden
observarse en la figura 3.3. Inicialmente las dos células presentan concentraciones
de Notch y Delta aproximadamente iguales. Las curvas sélidas representan las
concentraciones de Notch de cada célula, mientras que las punteadas las de Delta,
cuyos colores identifican las células. La célula 1 (contorno azul) finaliza con una
alta concentracion de Delta y una baja concentracion de Notch, dirigiéndose asi
al destino primario. Mientras que la célula 2 (contorno rojo) termina con una
concentraciéon de Notch alta y baja de Delta por lo cual adquiere el destino secundario.
Se observa que alrededor de ¢t = 5 es alcanzado el punto de equilibrio inestable en
el cual las dos células tienen mismas concentraciones de Notch y Delta, ~ 0,4 y
0,1, respectivamente. Luego de eso, las concentraciones de Notch y Delta de las dos
células empiezan a separarse hasta alcanzar los estados de equilibrio estables con
N{~0,Dj ~1y Ny~ 1y D5 = 0. El resultado de la simulacidén es consistente con
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Fig. 3.3: Evolucion temporal de las concentraciones de Notch y Delta de dos células vecinas.
Los parametros utilizados son: a = 0,01, b = 100, v = 1, k = h = 2 y condiciones
iniciales: n1(0) = d1(0) = 1y n2(0) = d2(0) = 0,99.

el analisis grafico de la ecuacién 3.5. En la figura 3.2 izquierda (realizada para los
mismos valores de parametros que la figura 3.3) se pueden ver las intersecciones
delascurvasenz = 0, z = 1y x ~ 0,4, que representan las soluciones posibles
para Notch en el estado estacionario, de las cuales x = 0, x = 1 corresponden a los
puntos de equilibrio estable y 2 ~ 0,4 al punto de equilibrio inestable, segtin las

condiciones presentadas en [6] y discutidas anteriormente.

3.4 Diagramas de fases variando los parametros
de las funciones regulatorias

En esta seccién discutimos y reproducimos algunos resultados reportados anterior-
mente por otras autoras para un sistema de dos células con inhibicién lateral [14,
36].

Como vimos anteriormente, las funciones regulatorias definidas por las ecuaciones
3.1 tienen cuatro parametros: a y b (relacionados con los umbrales adimensionales
para la activacién de Notch por Delta de la célula vecina y para la inhibicién de
Delta por Notch en la misma célula) y los exponentes k y h. En [14] se propone una
relacién inversa entre el umbral de activaciéon de Notch por Delta a,, y el drea de
contacto entre las células, ya que un area de contacto mas grande reducira el umbral
de activacion de Notch, al aumentar el nimero de receptores y ligandos disponibles.

3.4 Diagramas de fases variando los parametros de las funciones regulatorias
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Como consecuencia, la compactacién de las células involucradas en la sefializacién
incidiria en los patrones de destinos celulares generados por inhibicion lateral.

10

bn 0.1

0.0

000

0.001 001

Fig. 3.4: Diagrama de fases para los destinos posibles para el sistema de dos células en
funcién de los parametros a,, y b,, para el intestino de la Drosophila. Los destinos
posibles para la division de una célula madre (ISC) son enteroblasto (EB) o
ISC. Como la divisién es asimétrica hay tres posibilidades para las dos células:
destinos positivos simétricos (pares EB-EB, en verde), destinos negativos simétricos
(pares ISC-ISC, en azul) y destinos asimétricos (pares ISC-EB, en naranja). La
curva de puntos separa las regiones donde hay tres estados estacionarios posibles
(parte inferior, en la cual la solucién estable es la heterogénea) y un sélo estado
estacionario (parte superior, en la cual la solucion estable es la homogénea). Para
concentraciones de Notch superiores a 0,1 la célula es considerada EB. k = h = 2.
Extraido de [14].

En dicho trabajo se analiza el efecto que produce la variacién de los valores de los
umbrales a,, y b,, en un modelo para inhibicién lateral para un sistema formado por

dos células aisladas, manteniendo los coeficientes de r y h fijos. Cabe destacar que

k
las funciones regulatorias que se utilizan en dicho trabajo son f(z) = ——— e y
ay +x

= R Con lo cual, la relacién entre los pardmetros utilizados por Guisoni
b
y colaboradores (a, y b,) y los que se utilizaran en la presente Tesis (ecuaciones 3.1,

9()
también utilizados por [6]), es la siguiente: a = aﬁ yb= b,

Los pardmetros a,, y b,, determinan el estado estacionario del sistema, pudiéndose ob-
tener un resultado asimétrico (una célula con destino primario y la otra secundario)
o simétrico (dos células con destino primario o ambas con destino secundario). En el
intestino medio de la Drosophila, las células Notch negativas corresponden al destino
ISC (destino primario) y las células Notch positivas a EB (destino secundario). Los
pares positivos simétricos en el modelo equivaldran a un evento de diferenciaciéon
simétrica (EB/EB), los pares negativos simétricos a la autorrenovacién simétrica
(ISC/ISC).
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En la figura 3.4 se puede ver el espacio de pardmetros (a,,b,) que favorece los
distintos destinos. En el diagrama se puede observar que para un valor fijo de b,
por ejemplo b = 0,1, pueden ocurrir tres situaciones distintas para los destinos de
las dos células segtn el valor de a,,. Si a,, es muy alto no se produce la activacién de
Notch dado que para activarlo se requiere demasiada concentracion de Delta de en
célula vecina. En este caso se obtienen dos células con alto Delta y bajo Notch, o sea,
dos células con destino ISC. Mientras que, si a,, es muy bajo, niveles muy bajos de
Delta en la célula vecina son suficientes para activar Notch y altos niveles de Notch
se traducen en bajos niveles de Delta en la misma célula. Con lo cual, ambas células
terminarian con alto Notch activado y bajo Delta, indicativos del destino de EB para
ambas células. Por otro lado, para un valor fijo de a,, por ejemplo a,, = 0,1, un b,
alto implica un umbral de inhibicién de Delta alto, lo que se traduce en niveles de
Delta bajos en ambas células (destino EB). Finalmente, la region naranja corresponde

al espacio de pardmetros en el cual se obtienen destinos asimétricos (una célula ISC
y otra EB).
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Fig. 3.5: Evolucién temporal de las concentraciones de Delta y Notch para dos células

correspondientes a los puntos 1,2,3 y 4 de figura 3.4 para los cuales se obtienen
destinos asimétricos para el punto 1 (a,, = 0,1, b, = 0,1) y punto 2 (a, =1, b, =
0,1): una célula blanca y la otra negra; y destinos simétricos para el punto 3

(a, = 0,01;b, = 0,1) con dos células blancas, y punto 4 (a,, = 10, b, = 1) con dos
células negras.

Asimismo, pueden notarse en la figura 3.4 cuatro puntos destacados. Hemos reali-
zado las simulaciones correspondientes a cada uno de los casos reproduciendo los
mismos resultados con los pardmetros equivalentes a las funciones f y g definidas
en las ecuaciones 3.1. Los resultados de las simulaciones pueden verse en la figura

3.4 Diagramas de fases variando los parametros de las funciones regulatorias
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3.5 donde se muestran las concentraciones de Delta y Notch de ambas células y
los destinos resultantes: destinos asimétricos para los puntos 1 y 2, con una célula
blanca y la otra negra; o destinos simétricos para los puntos 3 y 4, con dos células
blancas y dos células negras, respectivamente.

10 e
8t ©
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h - Il 1 solucion
b =e I 3 soluciones
L
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® & & & & & & & & & 2 8 @ 0
O' ® ® 9 @ ¢ 9 0 9 O 90 0" PO S B QO P 00
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Fig. 3.6: Diagrama de fases para el numero de soluciones posibles en el estado estacionario
para el sistema de dos células en funcién de los exponentes de Hill de las funciones
regulatorias. Los colores indican la cantidad de soluciones, segtin indicado. Se
consideré a,, = 1y b, = 0,3. Extraido de [36].

En [36] se analiza la dependencia del comportamiento del mismo sistema con los
coeficientes de Hill k£ y h, utilizando las mismas funciones regulatorias que en [14].
Suarez [36] encuentra que al variar los valores de k y h, para a y b fijos, se pueden
obtener una o tres soluciones para el estado estacionario, como se muestra en la
figura 3.6. Para valores altos de los coeficientes de Hill (con k& # 0y h # 0) se
obtienen tres soluciones mientras que para valores bajos hay solamente una.

Hemos realizado simulaciones utilizando los mismos valores de a,, y b,, para dife-
rentes combinaciones de k y h, obteniendo los mismos resultados. En las figuras
3.7 y 3.8 se puede notar que los exponentes k y h modifican la curva y = fgfg(z)
haciéndola mds pronunciada para valores mas altos de h, favoreciendo asi la existen-
cia de 3 soluciones. Se obtienen resultados similares para y = fgfg(z) al variar k y
mantener h constante, aunque ambos parametros no son completamente simétricos
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[36], como se puede ver en la figura 3.6 (notar, por ejemplo, que mientras el punto

k =6y h = 0,5 presenta 1 solucién, el punto ¥ = 0,5y h = 6 corresponde a 3
soluciones).
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Fig. 3.7: Paneles superiores e inferior izquierdo: evolucién temporal de las concentraciones
de Notch para dos células para distintos valores de h para k = 2, a,, =1y b, = 0,3.
Panel inferior derecho: Gréficos de las funciones y = fgfg(z, k, h) e y = x para los
valores de pardmetros mostrados en los otros paneles.
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Fig. 3.8: Paneles superiores e inferior izquierdo: evolucién temporal de las concentraciones
de Notch para dos células para distintos valores de k para h = 2, a,, = 1y b,, = 0,3.
Panel inferior derecho: Gréficos de las funciones y = fgfg(x, k, h) e y = x para los
valores de pardmetros mostrados en los otros paneles.

24 Capitulo 3 Inhibicion lateral entre dos células vecinas



Inhibicion lateral en arreglos
bidimensionales de células

En el presente capitulo se implementa el modelo para inhibicion lateral en una red
bidimensional regular de células. Por un lado, se muestra la presencia de diferentes
patrones espacio-temporales para diferentes condiciones iniciales y condiciones de
contorno. Por otro lado, se estudia el efecto que produce variar los valores de los
parametros a y b y los exponentes h y k de las funciones regulatorias y se comparan
los resultados obtenidos con el sistema de dos células presentado anteriormente.

4.1 Implementacion del modelo de inhibicion
lateral en arreglos regulares

Aplicamos el modelo para inhibicidn lateral descripto en la seccién 3.1 a un conjunto
de células en un arreglo hexagonal bidimensional, que representarian un tejido. Uno
de los objetivos es estudiar los patrones espacio temporales de destinos celulares que
se forman en estos sistemas. Consideramos dos tipos de arreglos: uno que modela
tejidos donde los efectos de borde no son importantes (en los cuales hay muchas
células, por ejemplo) y otro que representa un tejido aislado. Para modelar el primero
usamos una matriz de 7 x 7 con condiciones de contorno periédicas, es decir una
matriz en la cual todas las células tienen exactamente 6 vecinas y no hay efectos
de borde. Por otro lado, consideramos un arreglo formado por 49 células aisladas
modelado por una matriz de 7 x 7 en la cual, dependiendo de la ubicacién de la
célula en el arreglo, puede tener 2, 4 o 6 células vecinas (condiciones de contorno
cerradas). Como se vera a continuacion, el tamafio del sistema estudiado, aunque
pequeriio, fue adecuado ya que los resultados encontrados son generales y no tienen
efecto de tamafio, siendo totalmente extrapolables a sistemas mas grandes.

Para cada célula 4, las ecuaciones que describen las concentraciones de Notch (V;) y
Delta (D;) son las siguientes:
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Fig. 4.1: La figura a. muestra el patrén obtenido para una matriz de 7 x 7 con condiciones
de contorno cerradas, mientras que en b. se observa el patrén que emerge para
una matriz de 7 x 7 con condiciones de contorno periédicas. Los pardmetros
considerados fueron a = 0,01, b = 100, v = 1, k = h = 2, y las condiciones iniciales
son D;(0) = N;(0) con valores alternados de 0,99 y 1.
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Donde D; denota el promedio de los niveles de actividad Delta en las r células
adyacentes a la célula :. Las funciones regulatorias f y g son dadas por las ecuaciones
3.1. En el caso del arreglo con condiciones de contorno periddico, » = 6 mientras que
en el arreglo con condiciones de borde cerradas r puede valer 2, 3, 4 o 6 dependiendo
de la posicién de la célula.

4.1.1 Integracion numérica del modelo

Para resolver numéricamente las ecuaciones 4.1 utilizamos el método de Euler
implementado en un programa en lenguaje R (el cdédigo puede consultarse en el
Apéndice, capitulo 8). El paso de tiempo utilizado fue At = 0,01. En nuestras
simulaciones todas las células del arreglo son inicialmente equivalentes con niveles
iniciales de actividad Notch y Delta similares y cercanos a 1. Consideramos que una
célula tiene destino primario si su concentracion del Notch en el estado estacionario
estable es inferior a 0,1 y la concentracién de Delta supera a 0,9. Caso contrario, se
trata de una célula con destino secundario.

En la figura 4.1 pueden observarse los patrones en el estado estacionario del sistema

derivados de dos simulaciones en las que se emplearon las mismas condiciones
iniciales para ambas simulaciones y los mismos pardmetros (a = 0,01,b = 100,v =

Capitulo 4 Inhibicion lateral en arreglos bidimensionales de células
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Fig. 4.2: Patrones obtenidos para arreglos bidimensionales con condiciones de contorno
periddicas con los mismos pardmetros que en la figura 4.1. Las condiciones iniciales
son levemente distintas en las dos simulaciones. En ambos casos D;(0) = N;(0), pe-
ro en la figura de la izquierda estos valores tienen una distribucién uniforme entre
0,9 y 1 mientras que en la figura de la derecha estan uniformemente distribuidos
entre 0,95y 1.

1,h = k = 2) en dos matrices de 7 x 7, una con condiciones de contorno cerradas y
otra con periddicas. Las células coloreadas con negro adoptaron el destino primario
y las células blancas el destino secundario. En estas simulaciones puede observarse
que las células negras (con destino primario) se encuentran rodeadas de células
blancas (con destino secundario) y no hay dos células vecinas que hayan adquirido
el destino primario. La figura sugiere que las condiciones de contorno impactan en
los patrones obtenidos tanto en la proporcién de células con destino primario como
en su disposicion. Nétese que en el primer arreglo las células de las posiciones 1, 7y
43 (si las enumeramos de 1 al 49 de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo) no
son vecinas en la primera matriz y si lo son en la segunda, debido a las diferentes
condiciones de contorno, por eso en esta ultima sélo una de las tres se dirige al
destino primario. Los patrones obtenidos coinciden con los patrones exhibidos en

[6].

Por otro lado, variando las condiciones iniciales se obtienen patrones similares, pero
debido a la posibilidad de existieren defectos estos no necesariamente son iguales,
tal como se observa en la figura 4.2. Esto se debe a que en distintas partes del
tejido comienzan a diferenciarse algunas células mas temprano generando patrones
que, a medida que avanzan, compiten con los patrones que se producen en otro
sectores. Las células que quedan en el medio, se ven inhibidas por aquellas que se
diferenciaron anteriormente y los patrones que habian comenzado a generarse se ven
frustrados. Para comprenderlo mejor, ver la figura 4.3 donde se aprecia la evolucién
temporal de dos arreglos hexagonales de células con condiciones periddicas de
contorno.

4.1 Implementacion del modelo de inhibicidn lateral en arreglos regulares
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Fig. 4.3: Evolucién temporal de dos arreglos hexagonales de células con condiciones pe-
riddicas de contorno. Los distintos tonos de gris indican los niveles de actividad
de Notch. Aquellas con N < 0,1 son negras, con 0,1 < N < 0,19 gris oscuro, si
0,19 < N < 0,25 gris claro y finalmente, si N > 0,25 blancas. a) Condiciones
iniciales iguales a la figura 4.1-izquierda, y b) condiciones iniciales iguales a la
figura 4.2-izquierda.

4.2 Patrones obtenidos variando los parametros de
las funciones regulatorias

Presentamos a continuacion un estudio de los patrones encontrados en arreglos
bidimensionales de células cuando se varian los pardmetros a, b, ky h

4.2.1 Variando los parametros a y b

Como vimos en la seccion 3.4, en [14] se analiza el efecto que produce la variacién
de los valores a y b de las funciones regulatorias en un modelo para inhibicién
lateral para dos células aisladas. En la figura 4.4 puede verse a la izquierda un
diagrama de fases con estos resultados (la figura 3.4 trae resultados equivalentes
en funcion de los umbrales a,, y b,). Aqui, la region naranja denota el espacio de
pardmetros para los cuales se obtiene una célula con destino primario y otra con
destino secundario (destino asimétrico), la regién verde para dos células con destino
secundario (destino simétrico) y la azul en la que amabas se dirigen al destino
primario (destino simétrico).

Estudiamos el efecto que produce variar los parametros a y b en el modelo de
inhibicién lateral en un arreglo bidimensional de células hexagonales, utilizando
una matriz de 7 x 7 con condiciones de contorno periédicas para h = k = 2. Para los
pardmetros a = 10~* y b = 10000, a = 1y b = 10000, a = 10~ % y b = 100 y a = 100

Capitulo 4 Inhibicion lateral en arreglos bidimensionales de células
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Fig. 4.4: Diagrama de fase y patrones de destinos celulares generados para los distintos
valores de los parametros a y b. A la izquierda se muestra el diagrama de fases
obtenido para el sistema de dos células aisladas. La regiéon naranja corresponde
a los pardmetros para los cuales se obtiene una célula con destino primario y
otra con destino secundario. En las regiones verde y celeste se obtienen células
iguales que se dirigen al destino secundario y primario, respectivamente. La region
sombreada muestra el espacio de parametros en que se encuentran 3 estados
estacionarios, mientras en la region sin sombras hay apenas un estado estacionario.
A la derecha arriba se muestra una ampliaciéon de una regioén de la figura de la
izquierda. Los resultados de las simulaciones para el arreglo bidimensional se
marcaron como puntos verdes, rojos o azules sobre los diagramas de fases. Los
patrones bidimensionales en que todas las células adquirieron el destino secundario
son identificados con los puntos verdes, aquellos en que se encontrd un patrén tipo
“sal y pimienta” con el punto rojo y aquellos en que todas las células presentaron
destino primario con el punto azul, como se indica a la derecha abajo.

y b = 1 que se visualizan en la figura 4.4 en los puntos 1,2,3 y 4, respectivamente,
obtuvimos patrones de diferenciacién concordantes con los expuestos en [14] para
dos células aisladas. Asi, en el arreglo bidimensional se obtienen patrones de células
con destinos heterogéneos (puntos 1 y 2 rojos) y patrones de células con destinos
homogéneos, siendo estos primario (punto 4 azul) y secundario (punto 3 verde).

Para seguir investigando el efecto de la variacion de a y b en los arreglos bidimensio-
nales, realizamos otras simulaciones en la regién de parametros en la cual los tres
destinos posibles se encuentran cercanos (figura 4.4 a la derecha arriba), fijando uno
de los pardmetros y variando el otro. Con b = 100 se obtienen destinos asimétricos
para 0,006 < a < 1,96. Para valores menores que a = 0,006 ninguna célula adopta el
destino primario, y para valores mayores que a = 1,96 todas las células adquieren el
destino primario. Recordemos que el pardmetro a se encuentra en la expresion de
la funcion reguladora f que esta involucrado con la activacion de Notch y es una
funcién creciente que depende de la concentracién de Delta en las células vecinas.

Bajos niveles de a suponen que bajos niveles de Delta en las células vecinas son
capaces de activar Notch e inhibir la produccién de Delta en la propia célula. A me-

4.2 Patrones obtenidos variando los parametros de las funciones regulatorias
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dida que aumenta a se requieren valores mayores de Delta en las células adyacentes
apara inhibir la expresién Delta en la célula. Esto explicaria el hecho que valores
bajos de a conduzcan a patrones en que todas las células tienen altos niveles de
Notch y bajos niveles de Delta (destino secundario), mientras que valores altos de a
produzcan patrones con todas las células con altos niveles de Delta y bajos niveles
de Notch activado (destino primario). Asimismo, para a = 0,01, se obtienen destinos
asimétricos si b > 81.

Cabe preguntarse entonces si estos parametros serian variables en un tejido real.
Guisoni y colaboradores [14] proponen una relacién entre el umbral de activacién
de Notch por Delta y el area de contacto entre las células, ya que un mayor drea de
contacto supone un aumento en la cantidad de receptores disponibles para unirse a
los ligandos de las células vecinas, reduciendo asi el umbral de activaciéon de Notch.
Para entenderlo recordemos que a,, y b, son los umbrales adimensionales para la
activacién de Notch por Delta en la celda vecina y la inhibicién de Delta por Notch en
la misma célula respectivamente y estan dados por las siguientes ecuaciones [14]:

a _ Knﬂ
" &
K;-

b, = d- P
(0%

Donde « y 3 son las tasas de produccién maximas de Notch y Delta respectivamente,
1y p las tasas de degradacion de Notch y Delta respectivamente, K, es el umbral de
activacion de Notch por Delta en las células vecinas y K, el umbral de inhibicion de
de Delta por Notch en la misma célula. Salvo K,,, que depende directamente de la
interaccién entre las células, no se espera que los otros parametros varien en células
con la misma identidad. Por lo tanto, no es de esperar que haya variabilidad en el
umbral b,,, mientras que a,, podria ser variable en diferentes pares de células que
participen de inhibicidon lateral.

Como se puede ver por los resultados de nuestras simulaciones mostradas en la
figura 4.4, el espacio de parametros para los cuales se obtienen destinos asimétricos
disminuye para un tejido en comparacién con lo ocurrido con el sistema de dos
células. Ademas, a medida que nos acercamos a los bordes de la regién con patrén
de diferenciacién tipo “sal y pimienta”, los patrones tardan més en formarse, con un
marcado incremento en el tiempo de las simulaciones como se ve en la figura 4.5.

Capitulo 4 Inhibicion lateral en arreglos bidimensionales de células
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Fig. 4.5: A la izquierda arriba se muestra el diagrama de fases en funcién de a y b obtenido
para el sistema de dos células aisladas. Los paneles a, b y ¢ muestran la evolucién
temporal de las concentraciones de Notch y Delta de dos células vecinas en un
arreglo hexagonal para h = k = 2, b = 100 y valores de « indicados por los puntos
rojos en el diagrama de fases. Punto a con a = 0,006, punto b con ¢ = 0,1 y punto
ccona = 0,5.
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4.2.2 Variando los exponentes de Hill

La dependencia del comportamiento del sistema de dos células con los exponentes de
Hill £ y h fue analizado anteriormente [36]. En esta seccién estudiamos los patrones
formados al variar los valores de los exponentes de Hill para valores fijos de los
parametros de a y b en un arreglo bidimensional y compararemos los resultados con
los obtenidos para el sistema de dos células. Los resultados de la comparacion pueden
observarse en la figura 4.6 que presenta dos diagramas de fases en funcién de los
exponentes h y k para diferentes pares de valores fijos de los umbrales de activacion
e inhibicién a y b. Los puntos sélidos indican los patrones estables obtenidos para
el sistema bidimensional, siendo rojo un patrén del tipo “sal y pimienta” y verde
un patrén homogéneo de células con destino secundario. Los circulos sin relleno
denotan el resultado para el sistema con dos células, verde significa que ambas
células se dirigen al destino secundario (células blancas) y naranja indica una célula

con destino primario y otra con destino secundario (una célula blanca y una negra).

Analicemos los resultados de la figura 4.6-a (parametros a = 0,01 y b = 100) para el
arreglo bidimensional de células, es decir los puntos llenos. Cuando el exponente
h = 2 es mantenido fijo, sélo para el caso de k£ = 1 se produce un patrén homogéneo
de células blancas (con destino secundario). Para h = 2y 2 < k < 7 se obtiene en
patrén tipo “sal y pimienta”. En forma similar, si fijamos k& = 2 y variamos h, sélo

4.2 Patrones obtenidos variando los parametros de las funciones regulatorias
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emergen patrones homogéneos de células con destino secundario para h = 1. Estos
resultados coinciden con los obtenidos con el sistema de dos células en casi todos los
casos, salvo para k = 2y h = 1 cuando el sistema de dos células presenta destinos
heterogéneos. Por otro lado, en la figura 4.6-b (pardmetros a = 0,0001 y b = 100) las
simulaciones para el arreglo bidimensional de células arrojaron un patrén de células
homogéneo con células de destino secundario para & = 2 independientemente del
valor de h. Este resultado no coincide con el sistema de dos células para el cual
se obtienen destinos asimétricos para h < 3. En cambio, si k = 3 para el caso del
arreglo bidimensional de células se obtienen un patrén del tipo “sal y pimienta” para
2 < h < 7 coincidiendo en casi todos los casos con el sistema de dos células, salvo
cuando h = 1 cuando el sistema de dos células presenta destinos heterogéneos.

Es importante destacar que los efectos de h y k sobre los patrones no resultan
equivalentes. En la figura 4.6 puede apreciarse que el patrén pasa de ser homogéneo
a heterogéneo a medida que k toma valores mas grandes. No necesariamente ocurre
lo mismo cuando variamos h, por ejemplo para el caso k& = 1 en la figura 4.6-b.
Nétese ademas que en figura 4.6-b para el caso del arreglo bidimensional de células
(circulos sélidos) la combinacién k£ = 2 y h = 3 resulta en un patrén de células
blancas, mientras que si intercambiamos los valores de los exponentes, es decir,
tomamos k = 3y h = 2 se deriva en un patron del tipo “sal y pimienta”. Esto
puede deberse a que, si bien ambos exponentes modifican la forma de la curva
y = f(g(f(g(x)))), lo que tiene efecto en el numero de estados estacionarios, un
aumento de k£ produce que mayor efecto en la pendiente de la curva que un aumento
de h, como vimos en los paneles inferiores derechos de las figuras 3.7 y 3.8 (seccién
3.4).

En las figuras 4.7 y 4.8 se muestra la variacién temporal de las concentraciones de
Notch de dos células vecinas del arreglo bidimensional (N1 y N2) y el grafico de
la curva y = f(g9(f(g(x)))) que nos permite inspeccionar graficamente las concen-
traciones de equilibrio del sistema de dos células. El punto de equilibrio inestable
corresponde al minimo local en de la curva para el cual N1 = N2 para los arreglos
bidimensionales de células, mientras que para el sistema de dos células este corres-
ponde a la interseccién del medio de la curva y = f(g(f(g(x)))) y la recta y = =.
Podemos observar que para todos los casos analizados para los cuales la solucion del
sistema bidimensional presenta células con destinos finales distintos, los cambios
en los valores de los exponentes h y k afectan la concentracién de Notch correspon-
diente al estado de equilibrio homogéneo inestable de forma opuesta. Mientras el
aumento de h conlleva a un aumento de la concentracién de Notch en el estado
estacionario homogéneo inestable, el aumento de k& ocasiona una disminucion de
la concentracion de Notch en el estado estacionario homogéneo inestable. Ademas,
las concentraciones del estado estacionario inestable encontradas para el sistema
bidimensional son muy similares al valor obtenido para el caso de dos células. Por

Capitulo 4 Inhibicion lateral en arreglos bidimensionales de células
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Fig. 4.6: Diagramas de fase en funcién de los exponentes k£ y h en donde se puede ver
qué soluciones adopta el sistema de dos células aisladas (circulos sin relleno) y el
arreglo bidimensional de células (circulos sélidos) para los parametros (a) a = 0,01
y b =100 (b) a = 0,0001 y b = 100. Verde significa un patrén homogéneo, en que
todas las células se dirigen al destino secundario (células blancas) y naranja un
patrén tipo “sal y pimienta”, con destinos asimétricos (células blancas y negras).

ultimo, en las figuras 4.7 y 4.8 puede observarse que el aumento de los valores de &
y h reduce el tiempo necesario para que surja el patrén final. Este resultado se puede
entender si recordamos que en el sistema de dos células el aumento en la derivada
de la curva y = f(g(f(g(z))) implica un cambio en la pendiente y por lo tanto un
incremento de la inestabilidad de este punto [6].

4.2 Patrones obtenidos variando los parametros de las funciones regulatorias

33



k=3, h=1 B k-3, h=3

1 1 = e m e m e m m e — - — =
—\ L1 !
| \ 1
1 ! !
1 1 -
R =<
05 | 0.5 5
‘ A}
1
v 1
\
N e e e e = ——a
1 0 3 4 5 E 7 80 %0 10 bt 03 2 5 6 7 80 %0 10
- Nl e - N2 - e N1 = = N2
B k-3, h=2 I k=3,h=4
T ———————— Do ——————
’ rd
1 f ' [}
1 f L] '
i 1 | .’
] I = -
05 — = 0.5 L)
f= == -" v
\\ i
\ 1
\ \
\- N e o e e e e e s
1 0 3 Pl 5 E 7 8 % 100 bt 03 4 5 6 7 8 %0 1o
- e N1 = = N2 - e N1 e = N2

08

06

04

02

Fig. 4.7: Concentracién de Notch de dos células vecinas en funcién del tiempo en el arreglo
hexagonal para diferentes combinaciones de los parametros k y h, como indicado,
para a = 0,0001, b = 100. Panel inferior: curva y = f(g(f(g(z))) para k = 3y los
distintos valores de h mostrados en los paneles superiores: h = 1 (amarillo), h = 2
(rojo), h = 3 (azul), h = 4 (verde) y recta y = = punteada. Las intersecciones entre

la curvay = f(g(f(g(x))) y y = « dan las concentraciones de Notch en los estados
estacionarios para dos células.
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Fig. 4.8: Concentracién de Notch de dos células vecinas en funcién del tiempo en el arreglo
hexagonal para diferentes combinaciones de los parametros k y h, como indicado,
para a = 0,0001, b = 100. Panel inferior: curva y = f(g(f(g(z))) para h = 2y los
distintos valores de k mostrados en los paneles superiores: k = 2 (amarillo), k = 3
(rojo), k = 4 (azul), k = 5 (verde) y recta y = x punteada. Las intersecciones
entre la curva y = f(g9(f(g9(z))) y y = « dan las concentraciones de Notch en el/los
estado/s estacionario/s para dos células.
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Inhibicion lateral con senalizacion
a distancia

En este capitulo se estudia la formacion de patrones al considerar la inhibicién lateral
para Notch/Delta cuando también hay comunicacién celular a través de filopodios.
Para eso utilizamos dos versiones de un modelo multi-escala en una dimensién: las
ecuaciones diferenciales representan la variacion de las concentraciones de Notch
y Delta en el tiempo, mientras que la dinamica de los filopodios es dada por dos
modelos estocasticos. El desarrollo presentado a continuacién usa como punto de
partida modelos previos propuestos en la literatura [5, 16]. Se comparan las dos
versiones del modelo multiescala para estudiar el efecto que produce considerar la
dinamica de crecimiento y decrecimiento los filopodios sobre los patrones celulares.
Luego, se estudia como varian los resultados al considerar distintos pesos en la
contribucién de cada mecanismo de comunicacién celular.

5.1 Modelo de inhibicidn lateral con filopodios

El modelo de inhibicién lateral con filopodios esta definido por las mismas ecuaciones
diferenciales vistas anteriormente (seccion 4.1) que describen la variacién temporal
de Notch y Delta para células en contacto. La diferencia radica en la evaluacion del
numero de células en contacto, ya que en este caso la produccion de Notch en una
célula es inhibida por Delta de las células vecinas y de aquellas mas distantes que
realizan contactos con la primera a través de filopodios.

Se consideran tres tipos de contactos celulares distintos. Por un lado, al igual que
en el modelo anterior, la sefial se transmite entre las primeras células vecinas con
uniones apicales por el contacto entre las membranas celulares. A este mecanismo
lo llamamos sefializacion Apical-Apical (AA). Por otro lado, consideramos la sefiali-
zacién a través de extensiones celulares, estas son: Apical- Filopodio (AF) mediante
la cual los filopodios ejercen inhibicién debido al contacto con la regién apical de
la célula, y Filopodio-Filopodio (FF) en el cual la sefial se transmite por el contacto
entre filopodios de células distintas. En la figura 5.1 podemos ver que la célula que
estd en la posicién 0 se encuentra en contacto AA con las células de las posiciones
—1y 1y secomunica se comunica a través del contacto entre filopodios con todas
las otras células mostradas en la figura a excepcién de la célula 4.
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Fig. 5.1: Esquema ilustrativo de los diferentes tipos de contacto celular para una célula
individual. Considérese la célula 0: los recuadros sefialados por FF, FA y AA
seflalan ejemplos de contacto Filopodio-Filopodio, Filopodio-Apical y Apical-Apical,
respectivamente.

De forma general, las concentraciones de Notch y Delta en una célula i son dadas

por las siguientes ecuaciones diferenciales:

ON; ., o«
or - f(DZ) - Nz
oD;

o v - (g(Ns) — Dy)

D; = a-Dyy+B-Dyp+~ Dip
(5.1)

D; esté definida por la suma de los niveles de Delta en las células con las cuales la
célula 7 interactua, siendo «, Sy v los pesos de las contribuciones de las sefializa-
ciones AA , AF' y F'F, respectivamente. Consideramos que estos valores pueden
estar relacionados con la extension del contacto entre las células involucradas, ya
que esta tendria impacto en la inhibiciéon que reciben y proveen las células debido
a la cantidad de ligandos y receptores disponibles para la sefializacion [14]. DY, ,,
DYy Dy representan el promedio de las concentraciones de Delta en las células
que participan de cada tipo de contacto celular con la célula i. El uso del promedio
esta motivado, por un lado, porque estamos trabajando con concentraciones norma-
lizadas con 0 < D < 1 y por otro lado, para no sobreponderar los mecanismos de
sefializacion en los que intervienen los filopodios, ya que estos pueden involucrar
contacto con muchas células. En todos los casos consideraremos que la inhibiciéon
es proporcional a la region de contacto entre las células y sus filopodios, segin
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corresponda. A continuacién explicamos en mayor detalle como se calculan D, 4,
i i
Diapy Dpp.

DY, 4 denota el promedio simple de las concentraciones de Delta en las células
adyacentes j a la célula i (en las posiciones —1 y 1 en el ejemplo mostrado en la
figura 5.1) dado que, al tratarse de un arreglo regular, la regién de contacto con las
dos células vecinas es igual:

: 1
DYy, = §ZDJ» (5.2)
J

donde j =i — 1,7 + 1, ya que estamos considerando un arreglo unidimensional.

Para estimar D%, es necesario destacar que consideramos que la longitud méxima
que puede alcanzar un filopodio es de dos didmetros celulares (ver seccién 5.3),
motivo por el cual una célula i puede establecer contactos F'F' con las células que se
encuentran en las posiciones j =i + 4,4 + 3,7 & 2. Cabe destacar que, al asumir que
los filopodios emergen del borde de la célula (ver seccion 5.2), no hay superposicion
entre los filopodios de la célula i e i = 1 (o entre la célula O y las células 1 y -1
en la figura 5.1). Por tal motivo, no consideramos la interaccién F'F' entre dichas
células. Por lo tanto, denotamos como D%, al promedio de las contribuciones de las
6 células con las cuales puede ocurrir un contacto F'F, que a su vez es proporcional
a la longitud de contacto entre los filopodios. De este modo:

Dip =53l D; (5.3)

donde j =i +4,7+3,¢+ 2.

En la ecuacién 5.3 D; es el nivel de Delta en la célula j y lf;F es la longitud
de contacto entre los filopodios de la célula i y la célula j. Si definimos I(F'iy) y

[(Fdy) como las longitudes de los filopodios izquierdo y derecho de la célula &, y
IEF
> Yy

filopodios no se superponen, el minimo entre [(Fi;) y [(Fd;) (min{l(Fi;),1(Fd;)})

consideramos que la célula j estd a la derecha de la célula ¢ puede valer O si los
si la superposicion abarca la extensién maxima del filopodio mads corto o un valor
intermedio entre 0 y min{l(Fi;),l(F'd;)}. Para el caso general, si hay contacto entre
ey
ij

filopodios, es decir si # 0, las ecuaciones que describen lf;F para cada célula ¢

son:

5.1 Modelo de inhibicién lateral con filopodios
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FE, = UW(Fdi_q) 4+ 1(Fi;) — 3

ii—4
1FEy = min{l(Fd;—s) + I(Fi;) — 2,2}
IFF, = min{l(Fdi_») + [(Fi;) — 1,1}

e = UPiga) +1(Fd) -3
1Hhs = min{l(Fijs) + U(Fd;) — 2,2}
e = min{l(Fiy) +1(Fd;) — 1,1}
(5.4)

Finalmente, los filopodios también pueden administrar inhibicién a las células con las
cuales hacen contacto directo (sefializacién AF'). Consideraremos que la inhibicién
que proveen es proporcional a la region de contacto entre el filopodio y la pared
celular. Dada la restriccién mencionada acerca de la longitud méaxima que tienen
los filopodios (de dos didmetros celulares), esta interaccion solo puede ocurrir entre
la célula i y sus vecinas j, con j = ¢ + 1,7 &+ 2. Por lo tanto, la contribucién a
la concentracién de Delta por la interaccién AF se calcula utilizando la siguiente
expresion:

Diyp = iZliA}F - D, (5.5)

j

conj=14i+1,7+2.

Las distancias l;‘j‘-F pueden tomar los siguientes valores: l;‘}F = 0 si el filopodio no

entra en contacto con la pared de la célula, l;‘j‘-F = 1 si el contacto abarca toda la
region apical 6 0 < l;‘J‘-F < 1 si la longitud de contacto es menor que un didmetro

celular. Si lg‘}F # 0, la expresion de l;‘}-F para cada célula estd dada por las siguientes

ecuaciones:

iy = UWFdig)—1
lfﬁl = min{l(Fd;i-1),1}
lffs—l = min{l(Fii1),1}
lfer = [(Fijq2) — L

(5.6)
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5.2 Dinamica de los filopodios

La dindmica de filopodios es considerada a través de dos modelos matematicos
distintos que se discuten a continuacidn. El primero no tiene en cuenta explicitamente
la dindmica de crecimiento y decrecimiento de los filopodios, mientras que el segundo

si.

5.2.1 Modelo de Cohen

Cohen y colaboradores proponen un modelo para inhibicién lateral con sefializacion
a distancia para la formacién de cerdas dorsales en Drosophila [5]. Estos autores
construyen un modelo de sefializacién Delta-Notch basado en el marco matematico
propuesto en [6] con un ruido aditivo. Ademads, consideran que la inhibicion recibida
por una célula estd provista por las células adyacentes y también por aquellas con
las cuales ésta se comunica a través de filopodios. Los autores no contemplan la
sefializacion AF'. Asi, establecen que la sefial total que recibe una célula en el
modelo estara dada por la suma de las sefiales recibidas través de los mecanismo
AAy FF, los cuales son ponderados equitativamente, aunque no se explica en
el trabajo el motivo por el cual se pesa de la misma manera la contribucién de
ambos mecanismos de sefializacién. Estas consideraciones las podemos expresar
en la ecuacién 5.1 reemplazando o = vy 8 = 0 de lo que se obtiene que D =
a-Daa+ a- Dpp. Cohen y colaboradores consideran que cuando existe contacto
entre dos filopodios la sefializacion serd proporcional a Delta de las dos células en
cuestidn, independientemente de la longitud del contacto.

Para el caso del modelo unidimensional estos autores consideran una fila de células
adyacentes a las que le asignan un filopodio a la derecha y uno a la izquierda.
Estos tienen una vida media y una longitud caracteristica derivadas de los datos
experimentales publicados en el mismo trabajo. Los autores refieren una vida media
de 500 s para los filopodios y longitudes dadas por una distribucién que es ajustada
por una curva normal con media p = 1,4 didmetros celulares y desviacion estandar
o = 0,3 en unidades de diametros celulares [5], como se puede ver en la figura 5.2.
Los procesos de crecimiento y decrecimiento de los filopodios no son modelados
explicitamente. Las longitudes de los filopodios son actualizadas con cierta probabili-
dad en todos los pasos de simulacidon, siguiendo un proceso de Poisson, de forma tal
que la vida media de los filopodios sea igual a la determinada experimentalmente.

5.2 Dinamica de los filopodios
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Fig. 5.2: Se muestra la distribucién de longitudes obtenida experimentalmente para los
filopodios medidos en 60 células durante el proceso de formacién de cerdas
dorsales de Drosophila Notum. La linea roja punteada muestra la distribuciéon
normal, derivada de estos datos (media ;. = 1,4, desviacion estandar o = 0, 3, en
unidades de diametros celulares). Extraido de [5].

5.2.2 Modelo con filopodios dinamicos

Proponemos a continuacién un modelo estocastico que tiene en cuenta en forma
explicita el crecimiento y el decrecimiento de los filopodios ya que, como vimos en
la seccién 2.3, estos son estructuras dinamicas.

De manera similar al Modelo de Cohen, consideramos un modelo unidimensional
en el que cada célula extiende dos filopodios, uno hacia la izquierda y otro hacia
la derecha y que éstos emergen de los borde de la célula. Las protrusiones crecen
y decrecen con velocidades constantes V. y V;, respectivamente. Considerando un
filopodio cuya longitud maxima es Al, se tiene que:

Al
v, = =
At.
Al
Vy = —
d Aty

(5.7)

donde At. y At; son las duraciones promedio de los procesos de crecimiento y
decrecimiento, respectivamente. Estos tiempos cumplen que:

Ate+ Atg = tprom
(5.8)

siendo ¢,,om, €l tiempo de vida promedio que abarca el proceso de crecimiento y
decrecimiento.
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Como discutimos en la seccion 2.3, la velocidad de crecimiento de los filopodios
es menor que la de decrecimiento, por lo tanto consideramos que V; = £ - V., con
£>1.

Reemplazando las relaciones 5.7 en 5.8 y considerando una longitud promedio o
se deducen las siguientes expresiones para las velocidades:

V — lprom . £+ 1
tprom
Lpr

VvV, = tpﬂ (E4+1) (5.9)
prom

Los valores de longitud y tiempo de vida de los filopodios pueden ser muy variables
y dependen del sistema biolégico que se considere [5, 30, 20, 26]. Para incorporar
la variabilidad de longitudes en las simulaciones numéricas, cada filopodio puede
tomar un valor distinto de longitud méxima, como es considerado en publicaciones
tales como [5, 15].

En la implementacion numérica del modelo, se actualizan las longitudes de todas
las protrusiones en cada paso de tiempo. Cada filopodio crece hasta alcanzar su
longitud méaxima previamente determinada a partir de una distribucién compatible
con resultados experimentales. Luego, comienzan a retraerse hasta alcanzar la
longitud minima que es la misma para todos los filopodios. Una vez alcanzada la
longitud minima se sortea una nueva longitud maxima y la protrusiéon comienza a
crecer nuevamente. La dindmica de crecimiento y decrecimiento esta esquematizada
en la figura 5.3.

5.3 Implementacion de los modelos para inhibicion
lateral con filopodios

En esta seccion nos interesa comparar los dos modelos presentados anteriormente: el
Modelo con filopodios dinamicos, que contempla los tres mecanismos de sefializacién
(AA, FF y AF) y que considera la dindmica de crecimiento de los filopodios
explicitamente; y el Modelo de Cohen, que no tiene en cuenta la sefializacion AF'y
cuya dinamica de filopodios es modelada segtin un proceso de Poisson. Para hacer la
comparaciéon hacemos dos modificaciones en el Modelo de Cohen presentado en la
seccion 5.2.1: 1) consideramos que la sefializacién F'F' es proporcional a la region
de contacto entre los filopodios, tal como proponemos en el Modelo con filopodios

5.3 Implementacién de los modelos para inhibicion lateral con filopodios
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Fig. 5.3: Diagrama de flujo que esquematiza la dindmica de crecimiento de los filopodios en
el Modelo con filopodios dindmicos.

dindmicos; y 2) no consideramos ruido aditivo en el modelo para la inhibiciéon
lateral.
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Para definir la escala temporal de los modelos usamos el criterio utilizado por
Cohen y colaboradores [5]. Estos refieren que el modelo generaba un patrén estable
parecido al observado en el sistema experimental después de 7 = 5000 pasos de
tiempo de simulacién. Teniendo en cuenta que el patrén experimental se estabilizaba
después de 7, 5 horas, los autores consideran que cada paso de tiempo 7 equivale a
5 s. Para ambos modelos, la longitud maxima de cada filopodio es definida por la
distribucién de los datos experimentales de la Figura 5.2, es decir estas son sorteados
de una distribuciéon normal de media ;» = 1,4 y desvio estdndar o = 0,3, en unidades
de didmetros celulares. Todos los filopodios poseen una longitud minima igual a
0, 6 radios celulares, que es la minima extension obtenida experimentalmente en el
trabajo de Cohen y colaboradores, tal como se aprecia en la figura 5.2 y que resulta
consistente con el hecho de que los filopodios comienzan a crecer desde el borde de
la célula.

En el Modelo de Cohen para que el tiempo de vida promedio de los filopodios sea
igual al valor experimental, 500 s (igual a 1007), cada filopodio tiene una nueva
longitud sorteada con tasa Fjq. = 0,01771.

Por otro lado, en la implementacién del Modelo de filopodios dindmicos, se considerd
que los filopodios se retraen dos veces mas rapido de lo que se extienden (V; = 2-V,),
en acuerdo con los datos descriptos en [16]. Las velocidades de crecimiento y
decrecimiento se calcularon considerando las medidas experimentales presentadas
por Cohen y colaboradores [5]: el tiempo vida promedio de un filopodio es de 100
7 y la longitud promedio es 1,4 didmetros celulares. Empleando las ecuaciones
5.9 se obtiene V, = 0,021 y V; = 0,042 en unidades de didmetros celulares divido
7. Todos los filopodios crecen hasta obtener su longitud méaxima, luego se retraen
hasta alcanzar la longitud minima. Cuando esto ocurre se sortea una nueva longitud
maxima y vuelven a crecer, como esquematizado en la figura 5.3.

Ambos modelos fueron implementados a una matriz unidimensional de 100 cé-
lulas con condiciones de contorno periddicas. En todos los casos realizamos 20
simulaciones de cada implementacion. Las mismas se llevaron a cabo resolviendo
numéricamente las ecuaciones diferenciales de los modelos para las concentraciones
de Notch y Delta de cada célula (ecuaciones 5.1), utilizando el método de Euler
tomando un paso de tiempo de At = 0, 017. Verificamos que la solucién numérica
convergia al disminuir el paso de tiempo y observar que los resultados no cambiaban.
En cada paso de tiempo también realizamos la simulacién de Monte Carlo de los
modelos estocasticos para filopodios. En el Apéndice (capitulo 8) estan disponibles
los programas desarrollados en lenguaje R para ambos modelos.

Como discutimos en la seccion 2.3, durante la formacion de las cerdas dorsales de
la Drosophila las células precursoras son las que tienen alta concentracion de Delta,

5.3 Implementacién de los modelos para inhibicion lateral con filopodios
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Fig. 5.4: Simlaciones en 1 dimensidén: evolucion temporal de las concentraciones de Notch
y Delta de una célula identificada como precursora. Panel a: simulacién donde
sélo opera la sefializacién apical (referencia 5 en la tabla 5.1). Panel b: Modelo
de filopodios dindmicos (referencia 2 en la tabla 5.1). Parametros: a = 0,01,b =
100,k = h = 3.

mientras las células epiteliales tienen alta concentracién de Notch activado [5]. Asi,
para determinar la identidad de las células en las simulaciones, consideramos que
una célula precursora es aquella que posee una concentracion de Delta superior
a D = 0,8 y una concentracién de Notch inferior a N = 0,2. En caso contrario, la

célula es considerada célula epitelial.

También realizamos simulaciones en 1 dimension para un Modelo sin filopodios,
donde solamente estd presente la interaccion AA (referencia 5 en la tabla 5.1). En la
figura 5.4 mostramos el comportamiento tipico de las concentraciones de Delta y
Notch de una célula precursora obtenidas con el modelo sin filopodios (panel a) y con
el Modelo de filopodios dinamicos (panel b). Se puede observar un comportamiento
medio similar en ambos casos. Sin embargo, notese la presencia de fluctuaciones en
la figura 5.4-b que no fueron observadas en 5.4-a. Estas se deben a que los filopodios
presentes en las simulaciones de la figura 5.4-b tienen un comportamiento dindmico
que afecta las concentraciones de Delta y Notch en las células.
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Referencia | Pesos Modelo
1 D=05-Dags+05-Dpp F. Dindmicos.
2 D =0,33-Dya+0,33-Dap+0,33- Dpp | F. Dindmicos.
3 D=05-Dys+0,35-Dap+0]15- Dpp | F. Dindamicos.
4 D=05-Dga+0,5-Dpp Cohen
5 D =Dyy Sin filopodios
Tab. 5.1: Peso de las contribuciones de las sefializaciones AA, AF y FF para distintos casos
considerados.

Para verificar que las implementaciones de los modelos para inhibicién lateral con
filopodios funcionaban correctamente, la figura 5.5 compara el histograma con
longitudes de filopodios para la implementacién del Modelo de Cohen (panel izquier-
do) y longitudes maximas para el Modelo de filopodios dindmicos (panel derecho).
Podemos ver que ambas implementaciones generan histogramas de longitudes equi-
valentes, lo que es esperado dado que en los dos casos se utilizé la distribucién de
longitudes experimentales mostrada en la figura 5.2 para el sorteo de longitudes
maximas de cada filopodio.

Implementacién de Cohen Implementacion Filopodios Dinamicos

1 1 ! ! I ! ! ! ! 3 ' ' ' ' ' T 0 ' ' '
05 08 10 12 14 16 18 20 22 24 D6 08 10 12 14 16 18 20 22 24
Lengitud de Filopodios Lengitud de Filopodios

P

Fig. 5.5: Longitudes maximas de filopodios generadas mediante las implementacién del
Modelo de Cohen (panel izquierdo) y del Modelo de filopodios dinamicos (panel
derecho).

5.4 Patrones espacio-temporales de destinos
celulares

En primer lugar, realizamos algunos andlisis sobre los patrones espacio-temporales
generados antes de llegar a un patrén estacionario estable. Luego comparamos
el Modelo de Cohen y el Modelo de filopodios dindmicos para estudiar el efecto
que produce considerar la dindamica de crecimiento y decrecimiento los filopodios
sobre los patrones celulares. Posteriormente, considerando el Modelo de filopodios
dinamicos estudiamos cdmo varian los resultados al considerar distintos pesos en la
contribucién de cada mecanismo de sefializacién con el objetivo de determinar si la
sefalizacion a través del contacto AF', no considerada en el Modelo de Cohen, incide

5.4 Patrones espacio-temporales de destinos celulares
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Fig. 5.6: Estabilizacion de los patrones espacio-temporales de destinos celulares. Las células
precursoras son mostradas en color negro y las epiteliales en blanco. Panel a.:
Modelo de filopodios dindmicos (referencia 1 en la tabla 5.1). Panel b.: Modelo de
Cohen (referencia 4 en la tabla 5.1). Las flechas rojos indican dos células cuyos
destinos cambian con el tiempo. En ambos casos las configuraciones son mostradas
cada 10 7. Parametros: a = 0,1,b = 100,k = h = 3. Diota; = 0,5- Daa +0,5- Dpp.

en los patrones obtenidos. En todas las figuras mostradas las células precursoras son
mostradas en color negro y las epiteliales en blanco.

Para estudiar cémo los patrones espacio-temporales de destinos celulares son afecta-
dos por las distintas dindmicas de filopodios, implementamos el Modelo de Cohen
y el Modelo de filopodios dindmicos considerando solamente los mecanismos de
sefializacion AA y F'F, a los cuales se les asigné el mismo peso (0,5), en acuerdo
con lo realizado en [5]. En la figura 5.6 estudiamos la estabilizacion de los patrones
con el tiempo para los dos modelos mencionados. Para el Modelo de filopodios
dindamicos (figura 5.6-a) podemos observar que el patrén se estabiliza a partir de
7 = 70, mientras que para el Modelo de Cohen (5.6-b), aun considerando un tiempo
de observacién mads alto, no se obtiene un patrén estable. Se puede observar en
el panel b, que aunque la mayor parte de las células supera rapidamente los um-
brales para considerarse células precursoras, algunas pocas, por ejemplo las que se
encuentran en las posiciones 29 y 31 (indicadas con flechas rojas) no estabilizan sus
concentraciones de Delta y Notch a lo largo del tiempo debido a la represion mutua
que ejercen una sobre la otra.
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Fig. 5.7: Estabilizacién de los patrones espacio-temporales de destinos celulares para el
Modelo de filopodios dindmicos con pesos iguales para las sefializaciones AA, AF y
FF (referencia 2 en la tabla 5.1). Panel superior: patrones en los distintos pasos
de simulacién (7) con una situacién de frustraciéon sefialada. El panel inferior
izquierdo muestra un aumento de la regién de interés, con las células a, by c
identificadas por color. Las células precursoras son mostradas en color negro y
las epiteliales en blanco. Panel inferior derecho: concentracién de Delta para las
células a, b y ¢ en funcién del tiempo. Parametros: a = 0,1,b = 100,k = h = 3.

No obstante, el Modelo de filopodios dindmicos no siempre se estabiliza facilmente.
Esto puede observarse en la figura 5.7 en la que mostramos una implementacion
con las tres sefializaciones con igual peso (referencia 2 en la tabla 5.1), en la cual
podemos identificar un mecanismo de frustracién, indicado en el panel superior.
En el panel inferior mostramos las concentraciones de Delta en las tres células
involucradas, identificadas con las letras a, b y c. Se puede ver que la célula b
incrementa su concentracion de Delta con el tiempo, hasta que para 7 = 17,5 logra
superar el umbral D = 0,8 y pasa a ser identificada como célula precursora. El
aumento en las concentraciones de Delta en las células a y ¢ parecen inhibir la célula
by el patrén que habian comenzado a generarse se ve frustrado, emergiendo uno
nuevo que parece estable a partir de 7 = 27.5.

5.4 Patrones espacio-temporales de destinos celulares
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Fig. 5.8: Estabilizacién de los patrones espacio-temporales de destinos celulares para el
Modelo de filopodios dinamicos con mayor peso para la sefializacién AA (referencia
3 en la tabla 5.1). Panel a.: patrones en los distintos pasos de simulacién (7). Las
células precursoras son mostradas en color negro y las epiteliales en blanco. Panel
b.: concentraciéon de Delta y Notch para dos células adyacentes en funcion del
tiempo. Parametros: a = 0,1,b = 100,k = h = 3.

En la figura 5.8 mostramos otra implementacién del Modelo de filopodios dindmicos
en la cual la interaccién AA tiene mayor peso que las demds (referencia 3 en la tabla
5.1). Se puede observar que para esta situacion el patrdn se estabiliza rapidamente y
las distancias entre células precursoras es mayormente de un didmetro celular, similar
a lo ocurrido cuando se contempla sélo la interacciéon AA. De hecho, la evolucién
temporal de las concentraciones de Notch y Delta de dos células adyacentes es similar
a la observada para el sistema de dos células aisladas estudiado en el capitulo 3.
Una situacién mds compleja se observé cuando los tres mecanismos de sefializacién
tienen igual peso (figura 5.7), ya que se puede ver que las células precursoras se
encuentran mas distantes, el patrén tarda mds en estabilizarse y notamos eventos de
frustracion como se menciond anteriormente.

En la figura 5.9 podemos apreciar los patrones espaciales obtenidos para una simu-
laciéon en el estado estacionario de los modelos discutidos en el presente capitulo
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Fig. 5.9: Patron espacial de destino celular en estado estacionario obtenido para distintas
simulaciones. Las células precursoras son mostradas en color negro y las epiteliales
en blanco. Los patrones 1, 2 y 3 corresponden al Modelo de filopodios dindmicos,
el patréon 4 al Modelo de Cohen, mientras que en el patrédn 5 solo hay sefializacion
apical. Las contribuciones de los mecanismos de sefializacién corresponden a lo
indicado en la Tabla 5.1.

con diferentes pesos para las sefalizaciones AA, AF y FF, tal como se indica en la
tabla 5.1. Notamos que las distancias promedio entre las células precursoras son
muy variables al comparar las diferentes simulaciones. En particular, las distancias
obtenidas con el Modelo de filopodios dinamicos (simulaciones 1, 2 y 3) son menores
que las encontradas con el Modelo de Cohen (simulacion 4). Por otro lado, en la
simulacién 5, cuando solo estd presente la interaccion AA, la distancia entre las
células precursoras es de un diametro celular, lo que corresponde al llamado patrén
“sal y pimienta” discutido en los capitulos 3 y 4.

Para comparar de manera cuantitativa los distintos patrones espaciales de destino
celular encontrados una vez alcanzado el régimen estacionario medimos la distancia
entre dos células precursoras sucesivas y construimos histogramas. En la figura
5.10 se muestran los histogramas de distancia entre células precursoras para 20
realizaciones del Modelo de Cohen (referencia 4 en la tabla 5.1) y del Modelo de
filopodios dinamicos sin interaccion AF (referencia 1 en la tabla 5.1). Para estos
parametros, la tnica diferencia entre los modelos es la dindmica de crecimiento
de filopodios. Puede notarse que el Modelo de Cohen favorece la aparicién de
distancias mas grandes entre células precursoras lo cual resulta consistente con el
hecho que los filopodios tienen la maxima longitud durante todo su tiempo de vida,
mientras que en el Modelo de filopodios dindmicos la longitud de los filopodios varia
durante su tiempo de vida. Como la sefializacién FF (presente en ambos modelos)
es proporcional al solapamiento entre filopodios, lo que depende de la longitud de
los mismos, el resultado es esperable. La comparacién de los valores medios (panel
derecho de la figura 5.10) muestra que la diferencia observada no es significativa
para la cantidad de datos analizados. Ademas, en ambos casos mostrados en la figura
5.10 podemos ver que la incorporacién de las interacciones FF favorece un mayor
espaciamiento entre las células precursoras en comparacion con los patrones en el
que sdlo hay sefializacién AA en cuyo caso la distancia entre células precursoras es 1
diametro celular como se muestra en el patrén 5 de la figura 5.9.

5.4 Patrones espacio-temporales de destinos celulares
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Fig. 5.10: Comparacion entre el Modelo de Cohen (referencia 4 en la tabla 5.1) y el Mo-
delo de Filopodios dindmicos sin interaccion AF (referencia 1 en la tabla 5.1).
Izquierda: distancia entre células precursoras en el estado estacionario. Fueron
consideradas 20 realizaciones de cada modelo. Derecha: Valores medios de los
datos mostrados en la figura izquierda. La barra indica desvio estandar. Imple-
mentaciéon de Cohen (histograma rojo): Distancia 3,4 + 0,9; Implementacién
de filopodios dindmicos (Histograma Azul): Distancia 2,2 + 0,8. Los valores se
expresan en media + desviacion estandar.

También realizamos simulaciones del Modelo de filopodios dindmicos variando los
pesos de la contribucion de cada mecanismo de sefializacion, segun las referencia 1,
2y 3 de la tabla 5.1. Los resultados de las comparaciones para estas tres situaciones
en el estado estacionario pueden apreciarse en la figura 5.11. El efecto de reducir
el peso de la contribucién tipo F'F' en el modelo respecto de los otros tipos de
sefializacion reduce de manera significativa la distancia entre células precursoras,
resaltando la importancia de esta via de sefializacién a distancia. Notamos que
aunque las distancias promedios de las tres implementaciones son distintas, sélo
hay diferencia significativa entre la implementacién de Cohen (referencia 4 en la
tabla 5.1) mostrada en la figura 5.10, y la implantacion de filopodios dinamicos
con D = 0,5-Dya+0,35- Dap + 0,15 - Dpp (referencia 3 en la tabla 5.1). En el
Modelo de Cohen vemos que las células precursoras se encuentran a mayor distancia,
mientras en el Modelo de filopodios dindmicos en cuestién el espaciado entre células
precursoras en menor, en consonancia con lo discutido mds arriba. Esto puede
deberse a dos causas. Por un lado, considerar de forma explicita la dindmica de
crecimiento de los filopodios hace que la mayor parte del tiempo las células envien
sefiales a células mds cercanas, ya que los filopodios en crecimiento y decrecimiento
tienen distancias mds cortas. Por otro lado, al otorgar mas peso a la sefializaciéon
AA y AF para el caso analizado (D = 0,5-Daa + 0,35 - Dyap + 0,15 - Dpp), las
células tienen mayor influencia sobre las células adyacentes que sobre el resto. En
conjunto estos factores favorecen el surgimiento de patrones con espaciado menor
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entre células precursoras. Cabe mencionar que si consideramos que la distribucién
de Notch y Delta en las membranas es relativamente homogénea y que la regién
de contacto apical entre dos células vecinas deberia ser mayor que la superficie de
contacto entre la membrana y el filopodio, y aun mds grande que entre filopodios
lo que implica que la disponibilidad de ligandos y receptores para la sefializaciéon
es mayor. En este sentido, consideramos que un modelo que otorgue mayor peso a
la sefializacion AA podria ser mas realista que uno que pondere equitativamente a
todos los mecanismos de comunicacion entre células.

Distancia entre células precursoras

0.33A+0.33AF+0.33FF 05A+035AF+015FF 0.5A+0.5FF
Implementacion

0.334+0 33AF+0 33FF (A)
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Fig. 5.11: Comparacién entre distintas implementaciones del Modelo de Filopodios dindmi-
cos (referencias 2, 3y 1 en la tabla 5.1). Izquierda: histograma con distancia entre
células precursoras en el estado estacionario. Fueron consideradas 20 realizacio-
nes de cada modelo. Derecha: Valores medios de los datos mostrados en la figura
izquierda. La barra indica el desvio estdndar. Implementacién A (histograma
verde): Distancia 2,5 + 0,9; Implementacién B (Histograma naranja): Distancia
1,2 + 0,4; Implementacién C (Histograma azul): Distancia 2,2 + 0,8. Los valores
se expresan en media + desvio estandar.

En esta seccion hemos estudiamos la influencia de la interaccion entre células
a través de filopodios que extienden la distancia sobre la cual puede operar la
inhibicidon lateral. Los resultados obtenidos sugieren que las interacciones a través de
filopodios, ya sea por contacto AF' o F'F favorecen un mayor espaciamiento entre
las células precursoras, mientras que las interacciones AA favorecen una menor
distancia. Ademas cuanto mayor es el peso que se le otorgue a la interaccién AA, el
sistema se comporta de manera mas parecida a lo ocurrido para el sistema de células
aisladas. Por otro lado, al contemplar la dindmica de crecimiento y decrecimiento de
filopodios el espaciado entre células precursoras se reduce debido a que el tiempo
en el cual una célula se encuentra en contacto con células mds distantes es menor.
Nos parece importante llamar la atencién de que los resultados presentados en la
presente seccion son preliminares. Para responder a varias de las preguntas que que
hicimos sera necesario realizar mas simulaciones y también considerar otros valores

de parametros.
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Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se estudiaron los patrones espacio-temporales de destino en células
que interactian a través de inhibicion lateral mediada por la via de sefializacién de
Notch.

Como primer paso, estudiamos en forma analitica y numérica un modelo para
inhibicion lateral entre dos células que se basa en ecuaciones diferenciales para las
concentraciones de las dos proteinas relevantes. Revisitamos y logramos reproducir
resultados de otras autoras para este sistema [14, 36]. A continuacién mostramos que
los patrones estables obtenidos para arreglos bidimensionales de células dependen
de los parametros a y b, que se relacionan con los umbrales de activacién de Notch
por Delta de las células vecinas y de inhibicién de Delta por Notch de la misma
célula; y de los exponentes k y h de las funciones regulatorias. Encontramos que
para valores de k y h fijos, el sistema bidimensional se estabiliza en un patrén de
células con destinos heterogéneos u homogéneos dependiendo de los valores de los
pardmetros a y b. Los resultados obtenidos para los valores analizados sugieren que
el espacio de parametros para los cuales se obtiene patrones heterogéneos en un
tejido disminuye con respecto al espacio de parametros para el cual se produce el
destino asimétrico en el sistema de dos células. Por otro lado, comprobamos que
a medida que nos acercamos a la frontera que separa las regiones del espacio de
parametros con destinos celulares heterogéneos y homogéneos, el sistema tarda mas
en estabilizarse, permaneciendo mas tiempo en el punto fijo inestable. Queda para el
futuro considerar redes irregulares y que el parametro a, que esta relacionado con el
area de contacto entre las células [14], sea determinado a partir de la superficie de
contacto de una célula con sus vecinas. En este caso, en cada simulacién se podria
utilizar valores diferentes del parametro a, segin la compactacion de cada region.

Por otro lado, comprobamos que para valores de a y b fijos, variaciones en los valores
de los exponentes k y h también se traducen en cambios en los destinos de las células
del sistema. Mostramos que los efectos que producen dichos coeficientes no son
completamente equivalentes. Al igual que en el sistema de dos células, en los casos
analizados para el arreglo bidimensional de células el patrén pasa de ser homogéneo
a heterogéneo a medida que k toma valores mas grandes, lo que no siempre ocurre
al aumentar el valor de h. Esto podria explicarse porque k produce mayores efectos
en el cambio de la pendiente de la curva y = f(g(f(g(z)))), lo que se traduce en un
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cambio en el nimero de soluciones estacionarias del sistema. Asimismo, notamos
que el incremento de valores de k y h reduce el tiempo necesario para que emerja el
patrén final.

Finalmente, estudiamos los patrones que surgen al considerar la comunicaciéon
celular a través de filopodios en un arreglo unidimensional de células. En trabajos
previos [5, 16, 25, 15] la variabilidad en la sefializacién por inhibicién lateral
relacionada a la existencia de filopodios en las células resulté fundamental para
reproducir y explicar los patrones espacio-temporales de diferenciacién observados
experimentalmente. Sin embargo, en el modelo propuesto por Cohen y colaboradores,
aunque fueron tenidos en cuenta los datos de longitud y tiempo de vida de filopodios
medidos experimentalmente, la dindmica de crecimiento y decrecimiento de estas
protrusiones no fue considerada [5].

Para estudiar los efectos de la presencia de filopodios implementamos dos modelos
para inhibicién lateral con sefializacion a distancia. En ambos casos, combinamos
el modelo de ecuaciones diferenciales para Notch y Delta en cada célula y un mo-
delo estocastico para los filopodios. El primer modelo fue basado en el trabajo de
Cohen y colaboradores, en el que estdn presentes la comunicacién apical-apical y
filopodio-filopodio; y la dindmica de los filopodios es contemplada por un modelo
de Poisson. El segundo modelo considera en forma explicita el crecimiento y el
decrecimiento de los filopodios y agrega la sefializacién apical-filopodio a las ya
mencionadas. Los patrones obtenidos en ambos casos difieren de los que fueron
derivados en arreglos de células en los que sélo estaba presente la sefializaciéon
entre células adyacentes, lo que infiere que la incorporacion de filopodios amplia
el rango de inhibicién de las células, como fue descripto por otros autores [5, 16].
Comparamos de manera cuantitativa el espaciado entre células precursoras en los
patrones emergentes de ambas implementaciones. Queda para el futuro mejorar la
estadistica de las simulaciones realizadas para determinar si las diferencias encon-
tradas son estadisticamente significantes. Los resultados sugieren que considerar
la dindmica de crecimiento y decrecimiento de los filopodios favorece la apariciéon
de distancias mds chicas entre células precursoras. Esto resulta esperable dado que,
al estar en constante crecimiento y retraccion, el tiempo en el que los filopodios
estan en su maxima longitud es menor que en la implementacién del modelo de
Cohen. En este los filopodios se encuentran en su maxima longitud durante todo
su tiempo de vida, por lo que su rango espacial de inhibicién es mayor. Finalmente
notamos que reducir la contribucién de la comunicacién a través del contacto entre
filopodios reduce de manera significativa la distancia entre células precursoras, lo
que resalta la importancia de este mecanismo de comunicaciéon. Sin embargo, en un
tejido real la regién de contacto apical entre dos células vecinas deberia ser mayor
que la superficie de contacto entre la membrana y el filopodio, y mds grande atin que
entre filopodios. En el caso de que la disponibilidad de ligandos y receptores para
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la sefializacién sea homogénea en las membranas y protrusiones, esto implicaria
que las interacciones que dependen de los filopodios deberian contribuir menos
a la sefializacion total. En tal circunstancia, seria mds certero otorgar mayor peso
a la sefializacién entre células vecinas que la que se provee a través de contactos
filopodiales.

Del punto de vista experimental seria muy interesante tener medidas de la dis-
ponibilidad de Notch y Delta en las membranas y protrusiones, ademas de saber
qué otros ingredientes pueden interferir en esta sefializacion. En este sentido se ha
propuesto que el coeficiente de difusién de Delta es mas alto en los filopodios que
en el cuerpo de la célula [21], lo que significaria que el contacto entre filopodios
podria generar una mayor sefializacién que entre células vecinas. Asi, dos escenarios
para la inhibicién lateral podrian ser identificados: uno para dreas de contacto
relativamente grandes y/o para coeficientes de difusion bajos (por ejemplo en los
contactos epiteliales), caso en que la sefializacién deberia ser proporcional al area
de contacto entre las células. Por otro lado, para regiones de contacto relativamente
pequenas y/o rapida difusién (por ejemplo en filopodios), la sefializacion podria
ser independiente del drea de contacto pero depender de la escala de la difusién de
ligandos y receptores [22].
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Apéndice 1: métodos

7.1 Analisis de estabilidad lineal

La dinamica no lineal permite tener informacién sobre los estados estacionarios
de un sistema dindmico, y en particular sobre el comportamiento en el tiempo
hacia estos estados, en funcion de los parametros del sistema. En el caso de un
sistema de ecuaciones no lineales, como el que nos interesa en la presente tesis, es
util linealizar el sistema, para a continuacién estudiar la estabilidad (local) de sus
estados estacionarios o puntos de equilibrio [35].

Consideremos el siguiente sistema no lineal:

{ ,’: f(@,y) 7.1)
y )

Sea (z¢,y.) un punto de equilibrio del sistema, es decir un punto para el cual
f(xe,ye) = g(xe,ye) = 0. Si (z,y) es un punto cercano al punto de equilibrio,
(u,v) = (x,y) — (ze, ye) denota una pequefia perturbacién al mismo. z y y pueden
ser expresados en funcién de u y v de la siguiente manera:

U=T—TeST=U+<x
¢ ¢ (7.2)
V=Y~ Ye=Y=0V+Ye

Como z. e y. son constantes, v’ = 2’ y v’ = y/. Entonces, el sistema 7.1 puede ser
escritos en términos de u y v de la siguiente manera:

(7.3)

w = fu+xe, v+ Ye)
v’ g(u + Te, v+ ye)

Ahora se procede a aproximar las funciones 7.3 utilizando la mejor aproximacién
lineal que estd dada por el polinomio de Taylor de primer grado:
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2 7.4

u' = f(uA e, v+ ye) = f(Te,ye) + %(xev ye)} U+ {%(:ﬂe, ye)} v
v = g(u + Ze, U + ye) ~ g(l‘eaye) + %(l’e, ye)} u+ [%($e>ye)} v

Como (z., ye) s un punto de equilibrio, f(x.,y.) = g(x¢, ye) = 0. Reemplazando en
7.4 se obtiene que:

0 )
e a—i(:}:e,ye) u+ a—i(xe,ye) v e
! ~ | Og dg (7.5)
v = %(xeaye) U+ %(Ille,ye) v
El sistema 7.5 puede ser escrito matricialmente de la siguiente amanera:
9 9
u ~ afi(iﬂe,ye) %(xeaye) U 7.6)
1] =\ og dg .
v oz ($€’y€) dy (xevye) v

A

%(1‘6, ye) %(1’6, ye)
d 8

52 (Te,ye) o (Te, ye)
(ze,ye). El siguiente sistema es una linealizacion del sistema 7.1 en el punto de

(94

La estabilidad de la solucién de equilibrio (z.,y.) del sistema lineal 7.7 se puede

La matriz A = se llama matriz Jacobiana en el punto fijo

equilibrio (z., ye):

establecer analizando los autovalores A\; y A2 de A. Esto se debe a que la soluciéon
general del sistema 7.7 puede ser escrita como:

u(t) = eMuy

v(t) = ety (7.8)

donde (u,v;) son los autovectores de A.

Observemos que al aumentar el tiempo ¢ los términos e y e*2? disminuyen solo
Ssi A1 y A2 son negativos, haciendo que la solucion general se acerca al origen, por
lo que (z,y.) se trata de un punto de equilibrio estable. En cambio si alguno de
los autovalores es positivo la solucién se aleja del punto de equilibrio a medida que
crece t. Esto permite establecer el siguiente criterio para analizar la estabilidad del
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punto de equilibrio [35]:si Ay € R > 00 Ay € R > 0, el equilibrio es inestable.
Mientras que si A1, A2 € R < 0 o son nimeros complejos con parte real negativa,
se trata de un punto de equilibrio estable. Si alguno de los autovalores de anula el
equilibrio es estable sélo si el otro autovalor es negativo.

7.2 Métodos numeéricos para resolucion de
ecuaciones diferenciales

El método de Fuler es un método numeérico sencillo que permite aproximar las
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de un valor inicial dado.
Consideremos el siguiente problema de valores iniciales para la funcién y diferencia-
ble:

{ g% ::f(xvy) (7£n
y(wo) = yo

Supongamos que queremos aproximar el valor de y(zf) (Con z; > (). Para ello
5 —x0

—conn € N. El valor

dividimos el intervalo [x¢, zf] en n pasos de longitud h =
de la solucidén en el primer paso z; = z¢ + h se puede aproximar a mediante la recta
tangente al grafico de la funcién y que pasa por el punto (xg, yo), cuya pendiente es
la derivada de la funcién evaluada en el punto (xg, yo). Es decir:

y(x1) = yo + f(xo0,%0) - h (7.10)

Para construir el siguiente valor en x5 = x1 + h se procede de la misma forma:

y(xe) = y1 + f(x1,01) - h (7.11)

siendo y; el valor aproximado de y(z), calculado en el paso anterior.

En forma general, para un punto k tenemos:

y(zr) ® yp—1 + f(@r—1,y6-1) - bk € [x0, x§] (7.12)

La aproximacion buscada se obtiene cuando k = zy.

El método resultara mas preciso a medida que tomamos pasos h mds pequefios.
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Apéndice 2: programas
desarrollados en la Tesis

Los cédigos de los programas desarrollados para la tesis se encuentran escritos en
lenguaje R y estdn disponibles en el siguiente enlace:

https://drive.google.com/drive/folders/1jCNvdp8d01lwLxy90T1I jX5gWfGyWby1h?
usp=sharing
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